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COLLOCATION A PAS VARIABLES POUR
LE POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE
DANS UN POLYGONE

O.R. FAURE

A GRADED COLLOCATION METHOD FOR FIRST KIND
BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS ON POLYGONS

ABSTRACT

We present a collocation method using smoothest splines on graded meshes for
the first kind boundary integial equations on a polygon
It has an optimal order of convergence in L? norms.
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RESUME

On propose une méthode de collocation utilisant des splines réguliers sur un dé-
coupage non uniforme pour résoudre une équation intégrale frontiére & noyau loga-
rithmique sur un polygone.

On donne des estimations d’erreur d’ordre optimum en norme L2

Mots-clés: méthodes de collocation, équations intégrales, approximation par fonc-
tions splines.
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1. INTRODUCTION

Les méthodes de collocation constituent des techniques numériques de résolution
d’équations aux dérivées partielles. Elles sont souvent utilisées dans les problémes
pratiques & cause de leur facilité d’implémentation, en particulier dans le cadre des
éléments finis pour les équations intégrales frontiéres.

Un exemple est ’application de ces méthodes & des équations intégrales frontiéres
du premier type & noyaux logarithmiques (équation intégrale de Symm) sur une
courbe fermée I

= /F logle — (| u(¢) dT(() =g(z), zelCR (11)

Ce travail a été réalisé a ’aide du support du project FOMEC de I'Universidad Nacional del Litoral
(Argentine)
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Pour appliquer la méthode de collocation & cette équation, I’espace des fonctions
test choisi habituellement est I’espace des B-splines et les points de collocation sont
choisis de maniére appropriée vis-a-vis du degré du spline.

Quand I est la frontiére d’un domaine (2 simplement connexe et régulier, I’équa-
tion (1.1) entre dans le cadre de la théorie abstraite des opérateurs pseudodifférentiels.

Si I' est une frontiére polygonale, la théorie des opérateurs pseudodifférentiels
n’est pas applicable. L’opérateur intégral n’a plus une partie principale convolution-
nelle et la solution de I’équation intégrale présente des singularités aux sommets,
méme si le second membre g est régulier [10]. Dans ce cas, on se sert de la transfor-
mation de Mellin. Cette technique, utilisée par Elschner et Graham dans (7], Parenti
et Lewis dans [21] est particuliérement bien adaptée 3 I’étude des propriétés d’indice
et de Fredholm des potentiels de surface ainsi qu'a celle des opérateurs de noyaux
(-1)-homogenes qu’ils engendrent.

Costabel et Stephan [4] démontrent 'existence et P'unicité des solutions de I’équa-
tion (1.1) pour une frontiére liptchitzienne qui entoure un ouvert connexe de capacité
différente de 1.

L’existence et I'unicité des solutions de (1.1) a été analysée sans montrer I'ellip-
ticité forte par Verchota [26] et Mc Lean [17]. Dans leurs travaux, I' est un contour
fermé lipschitzien. Dans des cas moins restrictifs (par exemple un arc ouvert), la
méthode des intégrales d’énergie a été utilisée pour générer des estimations d’erreur
pour la méthode de Galerkin.

Dans [7], Elschner et Graham choisissent une approche originale de résolution
numérique: ils reformulent Péquation intégrale frontiére en utilisant un parameétrage
non linéaire du -bord .de louvert de telle facon que la nouvelle équation posséde
des solutions plus réguliéres que (1.1). Laubin et Baiwir étudient dans [15] et [16]
les propriétés d’extension dans des espaces de type Sobolev de I'opérateur frontiére
généré par le potentiel de double couche. Ils décrivent des méthodes de collocation
qui utilisent explicitement les fonctions singuliéres et donnent lieu a des convergences
d’ordre élevé pour des normes de Sobolev d’indice élevé.

L’objectif de notre travail est la construction de méthodes de collocation qui
fournissent un ordre de convergence élevé en norme L? sans utiliser explicitement les
solutions singuliéres mais en raffinant le maillage au voisinage des sommets. Dans
ce cadre, nous évitons un inconvénient de la méthode de Elschner-Graham ou les
fonctions test ne sont des fonctions splines que dans un paramétrage non linéaire.
Nos fonctions test sont de vrais splines par rapport & une subdivision non uniforme.

Nous analysons le potentiel de simple couche sur un polygone. Nous utilisons des
résultats démontrés par Baiwir et Laubin dans [16].

En particulier, nous décrivons le comportement de la solution de 'équation (1.1).
Nous décomposons la solution en deux parties: une premiére partie réguliére et une
seconde singuliére dans un voisinage de chaque sommet, dont la singularité dépend
de 'angle. Nous développons d’abord le probléme réduit au cas d’un angle infini et
nous concluons pour le cas d’un ouvert polygonal.

La section 3 présente une description de la méthode de collocation développée.
Cette méthode consiste en une discrétisation de I’équation (1.1) sur le bord T de £ par
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un découpage non uniforme adapté pour approcher des fonctions de la forme z®. Nous
paramétrons le bord de 'ouvert par une fonetion ¢ : [—m, 7] — T proportionnelle 4 la
longueur d’arc et utilisons des fonctions splines dans ce paramétrage contrairement
a [7].

Ensuite, nous montrons qu’il est possible d’approcher, au voisinage de 0 et par
les splines considérés, une fonction du type z* avec une précision du méme ordre que
celle généralement obtenue pour des fonctions ayant une régularité beaucoup plus
élevée. Cette approximation est faite sur base d'un découpage non-uniforme de la
forme A = {x,},_,, 2, = ({/N)? de V'intervalle [0, 1], oit ¢ dépend de 'exposant .. On
démontre que pour des splines de degré 0,1,2 et 3, la norme L? de Perreur satisfait

inf [|z% — u(Ak)“ < C N~(k+D)
RG! L2
A
oll u(Ak) est un spline de degré k subordonné au découpage A.
Pour étudier la convergence des approximations, nous avons utilisé une méthode
légérement modifiée qui remplace 'opérateur de simple couche sur I' par un opérateur
S plus régulier (opérateur de simple couche sur la boule unité) dans un voisinage de

chaque sommet,.

2. LE POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE SUR UN POLYGONE

Soient 2 un ouvert polygonal de R? et I' sa frontiére. On désigne par Py, Pi, , Py =
Py les sommets de 2, par w; €]0,27[\ {r} la mesure de P'angle intérieur asso-
cié au sommet P; et par I'; le segment joignant P; & Pjy1. On a évidemment
F'=Thulhu.. Ul

On note encore v, le vecteur normal unitaire intérieur en tout point z € I" qui
n’est pas un sommet.

On pose

t
Gjl{O,Lj]%RQ:t—)Pj +'f(Pj+1—Pj)
)

le paramétrage de I'; par la longueur d’arc.

Enfin, on baptise ¢ 'unique transformation conforme de C\Q dans ’ensemble B =
{z € C: |z| < 1} telle que ¢ soit holomorphe au voisinage de 'infini et lim, oo Dy =
1/ > 0. Le nombre 7 est la capacité de T’

Notre but est d’étudier la régularité de la solution u de I'équation intégrale

%/Fl(’glx_ﬂu(f)da({):f(z), sel,

en fonction de celle de la donnée frontitre f. En particulier, il importe de décrire
le comportement singulier de v au voisinage de chaque sommet sous forme d’une
combinaison linéaire de fonctions singuliéres associées & ce sommet.
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2.1. DEFINITIONS ET PREMIERS RESULTATS
Soit f € L?(T'). Pour rappel, le potentiel de simple couche de densité f est la fonction
, 1
SH@) =5 [loglo-l7© ar(9), se®:
r

Il s’agit d’une fonction harmonique dans R2\T.
On note S 'opérateur frontiére intégral défini par la trace sur I' du potentiel de
simple couche. On a

S7(@)= 3= [lele-glf© dr(e), ael

r

De méme, on note (1/2) I — K* Popérateur frontiére intégral défini par la trace sur T’
de la dérivée normale du potentiel de simple couche. On a

(1/2)] - K¥f (z) = 8,,Sf(z)
IR PVRUIE N (a2 |
= 3/ 27{[ e (GLAGHENE)

Enfin, si f € H* ("), on définit la fonction Df € L? (I') par la condition
(Df)ll‘e ocg:i=D (fll‘e ooy € L*()0, L¢]), pour tout £ =0,1,...,M — 1.

Rappelons & présent les principales propriétés de ces opérateurs. Pour plus de détails,
on peut consulter [26], [20] ou [2]. Dans ces conditions,

s Uopérateur S : L3(T") — H(T') est continu;

s Popérateur S : L*(T") — H*(I') est un isomorphisme si v # 1;

o Uopérateur D : HY(T') — L%(T") est continy;

s Vopérateur (1/2) I — K* : L?(T') — L*(T") est continu;

s lopérateur (1/2) I — K* : LE(I") — L3(T) est un isomorphisme;

» il existe fo € L*(I") unique tel que

/f0d0'= 11
r

ker (31 — K*) = ) fo{ et L*(T) = ) fo( & L§(T).
Par ailleurs, on démontre que

| Dy (2)]

r
o S

fo(z) =
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et

o
Sfola) = ‘5%;1 acq,

voir par exemple [9] ou [22].
Considérons 'opérateur T' = DS. Nous pouvons établir le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Lopérateur T : L*(T") — L?(T) est continu. De plus, on a
ker T =) fo{ et imT = L(T).
En particulier, I'opérateur T : L") —» L& (T) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Le premier point est une conséquence immédiate de ce qui
précede.

Pour le deuxiéme point, on note tout d’abord que si f € ker T, alors DSf =0. 11
s'ensuit que Sfir, = ¢; € C pour tout j. Comme Sf € H'(T), on a Sf est constant
sur I" par continuité. Dés lors, il vient [(1/2) ] — K*| f = 8vSf =0, donc f € ) fo(.

Réciproquement, si f = Afp avec A € C, on a Sf = (Alogv)/2n et donc T'f =
DSf =0.

Démontrons le troisiéme point. Si f € 1mT il existe g € L2(1") tel quef =Tg =
DSg. On a

M--1

/fda = Z [(Sg)ir; (Pis1) — (Sg)ir; (By)] =0,

T =0

car Sg € H (') ¢ C(I).

Réciproquement, si f € L(T), on peut trouver h € H(T) tel que Dh = f. De
plus, comme S est un isomorphisme, il existe g € L? (T") tel que Sg = h. Au total, on
aTg=f.

Il reste & prouver que T est un isomorphisme de LZ(T") -dans lu1—meme Il est visible-
ment continu et & valeurs dans Lg (I'). Montrons qu’il est surjectif. Si f € L2(I‘), il
existe g € L2(T") tel que Tg = f. On vérifie immédiatement que

g—fo/gdaeLﬁ(F),

r

convient. Par ailleurs, T est injectif car si f € L2(T) est tel que T'f = 0, alors f = Afo
avec A € C. En intégrant les deux membres de cette égalité sur I', il vient A = 0 et

donc f =0. [

" 11 découle de la proposition précédente que T' n’est pas un isomorphisme de L%(T')
dans lui-méme. On peut régler ce probléme mineur en ajoutant & T un opérateur
dont Pimage est de dimension 1. Soit U : L*(T") — L*(T') défini par

f:——»Tf+/fdcr.,
e
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PROPOSITION 2. L’opérateur U est un isomorphisme de L*(I") dans Iui-méme.

DEMONSTRATION. La continuité de U est immédiate. Etablissons I'injectivité de U.
Si f € L*T) est tel que Uf = 0, alors, en écrivant f = g+ Afoavec A € Cet g €
LE(T) , il vient

0=U(g+ o) =Tg+ A
En intégrant les deux membres de cette égalité sur I, on obtient A = 0 et Tg = 0.
Par la Proposition 1, on a g = 0. Au total, f = 0. Pour la surjectivité, on note que

si g € L3(T), alors
L~ . 1 2
d=g mes(r)/gdaeL (r).
r

Par la Proposition 1, il existe h € L% (T) tel que Th = ¢g'. Dans ces conditions,

f’;h+m—’c° /gdae.r;g(r)

es (T)
r
satlsfalt alf =g ]
Donnons & présent la structure de la solution de I’équation frontiére S f g.

COROLLAIRE 3. Pour tout g € HYT'), I'unique solution f € L*T) de I’équation
Sf = g s’crit sous la forme h+ Afy ott A € C et h € LZ(T') est I'unique solution de
Péquation Th = Dg:

DEMONSTRATION. Sig € HY(T), on a Dg € LZ(T"). Dés lors, il existe un et un seul
h € L*(T') tel que Th = Dg. Si f € L*(T') est I'unique solution de I equatlon Sf=g,
alors f= h € kerT, ce qui permet de concluxe o [

L’intérét de cette decomposmon est de réduire notre probléme é l’etude du com-
portement singulier de la solution de I'équation Th = Dg au voisinage des sommets
puisque celui de f est connu, voir {2]. Afin d’obtenir celui-ci, nous étudions les pro-
priétés locales d’inversion'de T-au voisinage d’un sommet de 2 en utilisant le modéle.
de 'angle infini.

2.2. CAS DE L’ANGLE INFINI

On se place dans Pouvert Q = {re? : r > 0,0 €]0,w(} de R?, avec w €]0, 2[\ {r} On
pose Tg = {r:7 >0} et T, = {re® : 7 > 0} de sorte qué Q2 =T UT,
Si f = (fo. f) ét g = (90, 9), alors en paramétrant O par la longueur d’arc, on

a
"- +00 1 +00 T
fo oo { loglz ~ ¢l fo f)df 2 [ log v/&? ~ 22€ cosw + £ f., (§) d¢
S (z) =
fo 1T : 177
2—7;/1og‘\/x2——2x§cosw+§zfo(€)d£+ZT-/loglx—flfw(f)df
) 0 J
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1l s’ensuit que Véquation Tf = g se réécrit sous la forme

[ He AN\ [ %
N -n)\n) &

olt Hy est la transformation de Hilbert unilatérale sur R, définie par

+00
Heu)= v [ 0 %ds,

et A est Popérateur défini par

Au(z) =

1 /+°° (€ — zcosw) u(§)
= d¢.

wJ o z2-22Ecosw + €
Pour rappel, 'opérateur H, est continu de L?*(R,) dans lui-méme et on a
MHLf(1/2 +it) = cot(1/2 + it) M f(1/2 + it) pour tout f € L:(R,),

ot M est la transformation de Mellin définie dans (2.2).
Par ailleurs, si on pose

Kou(z) = zsinw /:°° u(€) dt

T 22 — 20 cosw + €2
“ mw [0 gu(e)
sinw u
Twu (CL‘) - / 2 2d€’
s o &2 —2zfcosw+¢E
on obtient 1
st g coszww

sinw ¢  sinw
I est connu, voir [15] et [2], que K,, et T, sont des opérateurs 4 noyaux, continus
de L?(R,) dans lui-méme et tels que

sin [(1/2 +it) (w —

w)] -
MIC /210 = S L a0/ i
et .
MT, (1)2 + ity = SRR T =] oo 4o

sin[{(—1/2 +it) 7]
pour tout f € L*(R,). Il en résulte que A est un opérateur continu de L*(R.) dans
lui-méme et que

cos[(—=1/2+it) (7 —w
sin [(—1/2 + it) ]

MAF(1/2 +it) = — )]Mf(1/2+it)
pour tout f € L?(R.). En particulier, les opérateurs A et H, commutent puisqu’ils

commutent au niveau de leur transformée de Mellin.
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Pour des données gg, g, la résolution de ’équation (2.1) se raméne & l'inversion
de ’opérateur matriciel
H, A
T==
2\ -4 -m,
Ce dernier est visiblement continu de L*(R.)x L*(R,) dans lui-méme.
Formellement, on a

—H+ - —-A
T =2(4*-H2)™

A H.
ainsi que
(A-H)TA = S[A-H) 4 (A4 H)T
- 1 - -
(A2-H2)'H, = SlA-H)? —(A+H)T].

11 suffit donc d’inverser les opérateurs A+ H.,.

PROPOSITION 4. Les opérateurs A + H, sont des isomorphismes de L*(R,) dans
lui-méme. De plus, on a

T cos((=1/2+it)m)tcos](—1/2+it)(r—w)] ‘ ]
M(A% Hy) f(1/2 +it) = -2 2Rl M (1/2 +it)

pour tout f € L>(R.). En particulier, on a

-1 : inf{(—1/2+it)n . ,
(A% H) f(2) = M2, (COS[(—1/2+zs't)7[r(]:I:cés[.z‘-l—l)/é-}-it)(w—-w)]Mf (1/2+ lt)) _
pour tout f € L*(R,).

DEMONSTRATION. La premiére partie résulte des rerriarques précédentes. Pour la

seconde partie, on note d’abord que les inverses sont bien définis puisque le poids
o sin [(—1/2 + it) m]

= .‘ .

cos [(—1/2 + it) w] £ cos [(—1/2 + it) (r — w)]

est borné sur R. Ensuite, on vérifie aisément que ceux-ci conviennent en travaillant
au niveau de la transformée de Mellin. ' =
Soient les fonctions

sin (z7r)
cos (zm) & cos (z (7~ w))

myg (2) =

On vérifie facilement que les poles de m.. (resp. m4) sont les nombres

o%kr  2%r ., (2k+1)m Qk+1)7
resp. ,
w 2 —w

)
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avec k € Z. Le numérateur de m_ (resp. m,) s’annule en un de ces nombres si et
seulement si celui-ci est entier. De méme, la dérivée du dénominateur de m_ (resp.
m.) s’annule en un de ces nombres si et seulement si celui-ci est entier. Dans ce cas,
la dérivée seconde du dénominateur ne s’annule pas.  En particulier, tous les poles
de m_ (resp. m.) sont simples. Remarquons encore que si 2kn/w = £ € Z, alors
2k'n)/(2r —w) =L avec k' =1 - k.

Il est commode de réécrire les opérateurs (A + H,)™" sous la forme H., + By avec

N = AL 1zcos[(~1/2+it)m] cos{(—1/2+it)(r—w)] ;
Bif (:I:) - Mi—’z‘ |:sin[(—1/2—:;§7r][cos[(—zl/7;]-:1;5)#]:Q:cos[(z—l;rZ:z{t)(‘lr—w)]]Mf (_1/2 + Zt)} ’

Le symbole
1+ cos [(—3 +it) 7] cos [(—3 +it) (1 — w)]
sin [(=1 +4t) 7] [cos [(~1 +1it) 7] £ cos [(—3 + it) (7 — w)]]
est continu sur R et tend vers 0 lorsque t — +oo . Par conséquent, ’opérateur B,
est continu de L2(R,) dans lui-méme.

Comme le montre la proposition suivante, les opérateurs B, sont caractérisés par un
noyau (—1)-homogene de classe C.

t

PROPOSITION 5. Pour tout f € L*(Ry), on &

Baf (@)= | :°° bs(z,€)f (6) de

avec
Y e —1/2-it p—1/2+it
be(0,§) =¥ [ a G, ()

ou .
B, (hw) = 1+cos[(—~1/2+ it)m}cos [(~1/2 +it) (7 — w)]
x (tw) = sin [(—1/2 + 4t) 7] [cos [(=1/2 + it) 7] £ cos [(—1/2 + it) (m — w)]]

DEMONSTRATION. On procéde par densité. Si f € C(R4), on'a
+00 .
Bif(z)= % / V2B (¢, w) MS (1/2 + it) dt

en permutant les intégrales. Montrons pour conclure que les noyaux b4 définissent
des opérateurs continus sur'L?(R.). En appliquant le théoréme de dérivation des
intégrales paramétriques, on a bi(z, &) € C®(R; x Ry). De plus, comme il existe
0 < € < 1/2 tel que la fonction
1 = cos (27} cos {2z (1 — w))
H .
sin (z7) [cos (zm) & cos (2 (1 — w))]

ne posséde pas de poles dans la bande {z € C: —1/2 — € <Rez < —1/2 + ¢}, alors
on vérifie facilement que

1 —ac1ep 1 cos(zm)cos(z (7 —w))
b(z,) = Tor / aT e sin (zm) [cos (2m) £ cos (z (7 — w))] dl (z)

Rez=s
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pour tout s € ]1/2—¢, —1/2+¢[ en déformant le contour d’intégration. Les fonctions
(z, &) — |bs(z, £)| sont mesurables sur Ry xR, positives, (—1)-homogénes et vérifient

C = / " b ) () de

0
puisque ,
a72 [bs(z, 1)] < o™ X0 (2) + 27N, oo ()]
Elles définissent donc des opérateurs continus de L?*(R.) dans lui-méme (cf. [11]).
Ainsi, pour tout f € L*(R.), la fonction

o | " e, 0)f (€) de

0
appartient & L2(R;) et on a

/ :m be(,6)f (6) de

IA

/ °° b2 O 1F (©)1de

L2(R4) '

Cs ||f”z,2(m+) ’

L2(R+)

IA

car

/ b 0f (5)de’ </ :°° Ib£(,&)] 1F ()] de € I* (R,

0

Il est possible d’étendre la définition des opérateurs A + H, dans des espaces
de Sobolev d’indice élevé ot ils demeurent bijectifs. Ces espaces font intervenir des
fonctions singuliéres définies & partir des poles de my.

PROPOSITION 6. Si s > 0, alors la transformation de HzIbert H, est continue de
Hi(R,) dans H*(R..).

Pour un démonstration voir [2].

PROPOSITION 7. Sis > 0, alors 'opérateur A est continu de H{(Ry) dans H*(R.).

DEMONSTRATION. La démonstration est une conséquence directe de I’égalité

1 Cosw
Cosinw” ¢ sinw” “
et de résultats analogues pour les opérateurs K, et T,, que Pon peut trouver dans [2].

Introduisons les fonctions singuliéres liées & I'inversion de 7. On pose
i {2kn/w : k € Ng} U {2kr/ (21 — w) : k € No}

i

¥ {2k + VD 7w/w: ke N} U{(2k + 1) 7/ (27 —w) : k € No}.

On note au passage que les éléments de £ sont strictement supérieurs & 1/2 puisque
w €]0,2x[\ {n}.

Soit x € C§°(R) tel que x = 1 au voisinage de 0. Si s+ 1/2 ¢ £, on baptise x£Z,
Penveloppe linéaire dans L*(R,) des fonctions

il
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» 27 yx (z) sl € 1%, 1/2 < o < s+ § et & non entier;
s 2%7x (2), 2> Tlogz x (z) sia € ENNet 1/2<a<s+1/2

Le comportement de la transformée de Mellin des fonctions de type z%x (z) et
z%log z x (x) est décrit dans le lemme suivant, voir [2].

LEMME 8. Soient o € R et x € C(R) tel que x = 1 au voisinage de 0. Si
f(z) =2°x(2),

alors M f est holomorphe dans C\ {—a} avec un péle simple en z = -« et pour tout
M > 0, il existe des constantes Cy>0, avec k € N, telles que

Ci 1
(14 |Imz})* |z + af

IMf(2)l <

si |Rez| £ M. De méme, si

g(z) =2%logz x (),

alors Mg est holomorphe dans C\ {—a} avec un pole double en z = —a et pour tout
M > 0, il existe des constantes Cr, > 0, avec k € N, telles que
Ck 1
IMf(2)| <

(1+[Im2[)* |2 + of*
si|Rez| < M. '
Le principal résultat de bijection pour les opérateurs A £ H, est le suivant.

THEOREME 9. Si Q €]0,27[\ {7}, s > 0 tel que s+ 1/2 ¢ I, et x € C°(R) tel que
x = 1 au voisinage de 0, alors I'opérateur

A+ Hy : H§(Ry) +x£5, — H*(Ry)
est bijectif.

L’espace de départ ne dépend pas du choix de la fonction de troncature x. De
fait, si ¢ € CP(R) est tel que ¢ = 1 au voisinage de 0, alors on a (Y — x)2f’3 -
H$(R4) car 9 — x s’annule au voisinage de 0. On impose la condition s + 1 /2 ¢ e
pour éviter d’avoir une fonction singuliére exactement & la transition de régularité.-
DEMONSTRATION. Le caractére bijectif de A + H, de L?(R+) dans lui-méme est
connu. Il suffit donc de prouver que les opérateurs A + H, et (A% H,)™! agissent
dans les bons espaces. Si f € H§(R.), alors on a (A =+ H,)f € H*(R,) . 1l s’agit
d’une conséquence immédiate des Propositions 6 et 7. De plus, si @ € IZ et f(z) =
2% Yx (z), alors (A + H,)f € H*(Ry) pour tout s > 0. De fait, posons

_cos((z = 1)m) = cos((z — 1)(m —w))

MALH)f(z)= (e = ) Mf(2).
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D’une part, la fonction M{A + H.)f est holomorphe dans
{z€C:1/2-s<Rez<1/2}\{0,-1,-2,...}

car, par définition de I%, le premier facteur s’annule en z = 1 — o D’autre part, elle
satisfait 4 la majoration

~+00
sup ﬁM(A + H)f(1/2 — k — 0 +iz)]* (1+22)F [(1/2 —o) + #} dz <
kto<s z
kEN,0<o<l Zog

pour tout s > 0, car les poles de M(A + H,)f aux entiers sont neutralisés par le
poids dans un voisinage de ceux-ci et le poids lui-méme est borné hors de ce voisinage.
On utilise ensuite les estimations du Lemme 8 pour conclure. Lorsque o € N, un
raisonnement analogue permet de montrer que ‘

(A+ Hi)g € H(R4)

pour tout s > 0, avec g(x) = 2 tlogz x (z). Au total, Popérateur A + H, envoie
bien Hj(R.) + x£E sur H*(R,). Réciproquement, si f € H*(Ry), avec s+1/2 ¢ I,
alors le développement en fonctions singuliéres de (4 + H,)~!f peut s’obtenir de la
maniére suivante. On écrit formellement
_1, 1 - sin({(z — 1)m)
(AL H)™? = — z
(A H)7f @) =50 / T o8z — D)) + cos((z — 1)(m — w))

Rez2=1/2

Mf(z)dz‘,

Si on déforme cette derniére intégrale jusqu’a Rez = 1/2 — s, on passe par les péles
de Pintégrand. Ceci génére de résidus qui contribuent sous la forme de fonctions
singuli¢res. Calculons donc les résidus de

Fi(z)=z""m=* {(z - YMf(2).
a) En z = —a avec 1 + o € I et 1 + o non entier, la fonction Fx admet un pole
simple. On a

~Lgaentom1 47 (1~ 2o )
w
‘ . 2k
sil+oq= - ,
w
Res F-(z) =3y
- 5;""‘;.’17(2’”)/(2”—“)_1/\/1]0 (1 - 2]67!'/ (27 — w))
il 2ET
\ RN
et
—--:;acm“)"/“""Mf (1-2k+1)7m/w)
w
Res F,. (2)=¢
z=—q
— IO L £ (1 = (2 + 1) /)
T — W
: . 2k+1)n
: sil+o=-—"—"—
\ 2r —w
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b)Enz=-aavecl+a=p¢€l*n Ny p € Ny, la fonction Fi admet un pdle
double. On a

27 , DP-1£(0)
— p—1 _ b1 )
zlf__{gi Fi(z) = ol o w)x D((z+p—1)Mf(2),e1p — logx———(p O
Considérons a présent la fonction
9+ (z) = (AL Hy)7 f (2) = x (2) L+ f (2)
ou
1
L - 2k /w—1 —
_f (@) " oz MF (1 - 2kr/w)
lc@rolys
_ 1 2k1r/(27r—w)—1 - o —
r— Z Mf (1 - 2kn/ (21 —w))
Lo clts

et

1

Lif(z) = —= Y a@Dm-ipmf(1— (2 + 1) m/w)
“ LBilm 1y
1
e (2k+1)7/(2r—w)~1 —_ _
r— >z MfA—@2k+1)n/(2r —w)).
< 2k+1 1r< Lis

27w

Si un des exposants est entier et s’écrit sous la forme p — 1 avec p € Ny, il faut
remplacer les deux termes correspondants dans le développement par
27 —1 p—1 ) ‘Dp—lf (0)
_m [J,‘p D ((Z +p— 1).Mf’(2))'z=1_p — T IOg CL‘W .

Il reste & prouver que G+ € H{(R.) pour achever la démonstration. On commence par
démontrer Pappartenance & H*(R;). D’une part, la fonction MG+ est holomorphe
dans la bande {# € C : 1/2 — s < Rez < 1/2}, car au niveau de la Mellin, le
développement en fonctions singuliéres correspond exactement & la partie singuliére
du développement de Laurent de M{A + H,)! f au voisinage de ses poles. D’autre
part, on a

y Y 2kr 1 ? oz’
ki'li}js ﬁMGﬂ:(_l/?—-k—-O’-i—’l.x)[ (1+$) [(5—0) +'(-W dx < oo.

kENO<o<] o

Pour le voir, on note que dans un voisinage des poles de M(A £ H.)"1f, Pintégrand
est borné. Hors de ce voisinage, on traite chaque terme séparément: pour Mf(z) et
ma(z—1)Mf(z) , on utilise le fait que f € H*(R,) et que m(z—1) est borné tandis
que pour les fonctions singuliéres, on recourt 4 nouveau aux estimations du Lemme

8. Enfin, comme
Ijgi MGi(z) =
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pour tout k € N tel que k < s — 1/2, on peut conclure. @

Donnons une version locale du Théoréme 9. Celle ci nous sera utile pour établir le
résultat de bijection principal dans un ouvert polygonal.

DEFINITION 10. Soit f € L*(Ry). Sis > 0, alors on définit [f],, sous-ensemble fermé
de R, par:

w 2 & {f]s si et seulement s’il existe 1 € CP(R) tel que ¢ = 1 au voisinage de x
et vf € H*(R,).

De la méme fagon, sis > 0, s+1/2 ¢ I et x € C°(R) tel que x = 1 au voisinage de
0, alors on définit [f]£,, sous-ensemble fermé de Ry, par:

w2 ¢ [f }w s Si et seulement s’il existe ¥ € CP(R) tel que 1 = 1 au voisinage de
et d}f € HO (R+) -+ X‘Qw,s

On pourrait voir intuitivement {f]; comme le support H*® de f, c’est-a-dire I'ad-
hérence de P’ensemble des points ot f n'est pas H, si cela avait bien sir un sens
ponctuellement.

LEMME 11. Si f € L*(Ry) tel que [f]p C [N ,+o00] avec 0 < N < 1 et si x € C°(R)
tel que x = 1 au voisinage de 0, alors (A + H,)™'f € H§( Ry)+ x£E, pour tout
s> 0 tel ques+1/2 ¢ 1= '

DEMONSTRATION. On pose

Mf(z) = /0 N 7 f (z)de = F g, (e7°F° f(e™))

si Rez < 1/2. La fonction M est holomorphe dans {z € C: Rez < 1/2} et posséde
une valeur au bord au sens de Hardy en Rez = 1/2 car

+00 +00
sup / IMf(z+iy)Pdy = 27 sup / e~ | f (™) dt

1 LJ . 1 Ly -
5s<z<3 0 gs<z<3 o0

IA

21 (L+ N7 || {1 o, -
La fonction M(A £ H;) 1 f(2) = my(z — 1)Mf(z) est donc méromorphe dans {z €

C : Rez < 1/2}. Ses poles sont ceux de ms(z — 1). En procédant ensuite comme
dans la démonstration du Théoréme 9, on montre que

M(A% Ho) 7 f(z) - x (2) L f (<) € Hi (Ry)

pour tout 5 > 0 tel que s +1/2 ¢ I£. ‘ '\
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PROPOSITION 12. Siw €]0,27[\{n}, s 20, s+ 1 ¢ %, alors

[(A =+ H+)f]s = [f](is

pour tout f € L*(Ry).

DEMONSTRATION.  On démontre 1'égalité des complémentaires. Soit f € LY(R,).
Siz ¢ [f ]ws, alors il existe ¢ € C§(R) tel que ¥ = 1 au voisinage de z et ¥ f €
H3(R:) +x£5,- Ona

(AxH)f = A((1 =) f) £ Hi (1 - 9)f) + (A+ H ) (9 f).

Le dernier terme appartient 3 H*(R,) en vertu du Théoréme 9. Pour les deux pre-
miers termes, on remarque qu’ils sont de classe C™ au voisinage de x puisque dans
ce cas (1 ~ 1) f est nul dans un voisinage de z.

Réciproquement, si g = (A Hy)f et siz ¢ [g]s, alors il existe ¢ € C§°(R) tel que
1 =1 au voisinage de z et g € H*(R,).

On écrit

=(A+H)'g=(Ax H) ' (Yg) + (AL Hy) (1 - 9)g).

Le premier terme appartient & HE(R,) -+ x£js par le Théoréme 9. Pour le second,
on note que si x # 0, alors

(A H)((1-4)g) = H. (1~ 4)g) + B((1- ¥)9)

est de classe C* au iroisinage de z par la Proposition 5 et si ¢ = 0, on a (4 =+
H)H(1—)g) € H°(Ry) + x£2, par le Lemme 11, ce qui permet de conclure. =

Un résultat de régularité locale pour Popérateur H, s’avére également indispens-
able.

PROPOSITION 13. Soient 7o > 0 et f € L3(R.). S’il existe s > 0 et x € C°(Ry) tel
que x = 1 au voisinage de zy et xH. f € H*(R,.), alors il existe ¢ € CP(R4) tel que
¥ =1 au voisinage de zo et ¥f € H§(R4).

DEMONSTRATION. Pour rappel, la transformation de Hilbert H : L3(R) — L3(R)

1, f
Fobf@=svo [ W4y = Lz (wisem (© 725 @)
g z-y
3
est un isomorphisme et vérifie H> = —I. La transformée de Hilbert unilatérale de

f € L?(R,) est définie comme la restriction & Ride H f o f désigne le prolongement
de f par 0 dans ] — 00,0 , voir [2].
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Si f € L?(Ry) satisfait aux hypothéses de I’énoncé, on écrit

Lo [T Ew,, 1[0 HiW)

fla) = T S, -y T _-oox_ydy
_ len [HSW, 1 [ Hi(-y)
= e [ e [
+o0
= —Hy (xH:f) (@) - He (1 x) Hy f) (z)—%v.p” . fo_(,_ yy)

Le premier terme appartient & H*(R.) en vertu de la Proposition 6. En effet, le
support de x étant un compact de Ry, on a xHyf € H§(R,). Par ailleurs, on note
que les deux autres termes sont de classe C™ au voisinage de zo, d’ou la conclusion.
]

2.3. CAS D’UN OUVERT POLYGONAL

Dans le cas d’un ouvert polygonal, le théoréme principal de régularité nécessite
Pintroduction d’espaces de type Sobolev sur la frontiére qui prennent en compte les
fonctions singuliéres générées a chague sommet du polygone.

Décrivons d’abord les fonctions singuliéres associées & chaque sommet P;. Soit
X;une fonction définie sur I' , qui est la restriction & I' d’un élément de C° (RZ) et
qui est égale & dj, au voisinage Py, pour tout 0 < k < M — 1. On désigne par z la
distance a P; et par (f,g) la fonction définie sur T' dont la restriction a I'; est f, la
restriction & I';_; est g et qui est nulle sur I'x pour tout k' # j et de j — 1.

Pour tout s > 0 tel que s+1 ¢ l+ UL, , alors, on baptise x;£;,s I'enveloppe linéaire

dans L%(T') des fonctions

s (2% -z x; (z)sia € h1/2<a<s+1/2

s (2 togz, —z* tlogz) x; (z) sia € I;NNetl/2<a<s+1/2

o (20720 )y (2) slia € il 1/2<a<s+1/2

s (z*logz, 2% log ) x; (x) sia € INNetl/2<a<s+1/2
Sis>0telques+1/2¢ l,j; UiZ, pour tout 0 < j < M — 1, on considére les espaces

M-1

H(T) = H3(T) + ) ;855
=0
ou Hy (T) = {u € L*(T") : wr, € H§(T;)} avec
Hy(T;) = {ve I}Iy): voo; € Hy(10,L;])}.
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Ceux-ci ne dépendent évidemment pas du choix des fonctions de troncature ;. On
peut définir une norme sur H*(T") en choisissant dans £;, une base {u;x : 0 < k, K;}
pourtout 0 <j<M-1 Si

M-1 K;-1

F=g+> %Y cun
7=0 k=0

ou g € H§(I"), on pose

M-1 Kj—l

1 Moy = Mol + Do D leal™

=0 k=0
Muni de cette norme, H*(T") est un espace de Hilbert.

THEOREME 14. Soit Q un ouvert polygonal de R?, de frontiére I'. Avec les notations
précédentes, si s > 0 est tel que s+1/2 ¢ I Ul; pourtout 0 < j < M —1, alors on
aTf € H:(T') pour tout f € H(T).

De méme, pour tout f € L*(T') tel que Tf € H:(I"), on a f € H¥(T).

DEMONSTRATION. Soit f € H¥(I'). On prend z € I" et x la restriction & I' d’une
fonction de C§°(R?) qui vaut 1 au voisinage de zo. ‘ ‘
Ona ‘
Tf=TKxf)+T(1-x75)

Le second terme est de classe C* au voisinage de zo puisque 1~ x est porté loin de z.
Si 29 n’est pas un sommet, on peut en outre imposer que [x] est inclus dans I'intérieur
relatif du coté I'; qui contient zo. Le premieér terme est alors H® au voisinage de 2o

puisque
T(xfhie, = = (1/2) He (xF)rr;)

avec (xf)ir; € Hy(T;).
Si zo = P;, il vient, par le Théorénie 9,

T (Xf)|p7_1~ 1 HA A (Xf);rjﬁl,
T (Xf)lfj -A -H, (Xf);rj
1 H,gj-1+ Ag; 1 (A—Hy)x*'x
- —-2— - 5 e | a1
_Agj—l - H+g7 o€l - (A - H+) z X;j
1}<a<s-+1} L
) (A+ Hy)aP 1y,
- Z cs
peil; - (A+ Hy) Py,
d<p<sti
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qui apartient a H* (R;) x H® (R;) puisque génériquement, on a

(Xf)u*j__1 9i- -zt —~gh-1
= Z CaX;j + Z X5
P e .’L’ﬁ_l

(Xf)m g;j el -1 petd,
b<a<s+d %<B<a+§

avec gj-1,9; € H§(Ry). Par conséquent, on peut montrer au moyen d’une partition
de P'unité subordonnée 4 un recouvrement ouvert du compact I' que Tf € H3(T') .

Réciproquement, on considére f € L#(T) tel que T'f € HE(T). Soient 29 € I' et x
la restriction & T’ d’une fonction de C§°(R2?) qui vaut 1 au voisinage de zo. Si zo n’est
pas un sommet, on peut supposer en plus que [x] est inclus dans P'intérieur relatif du
coté I'; qui contient zo. Dans un voisinage de xo, on a

Ha (i) (0) = =00, )+ X [ E=E2r @ a0
ki ¥

avec T, le vecteur tangent unitaire a I' en o, orienté de P; vers de Pj.;. Le premier
terme appartient 8 H*(T';) par hypothése et le second terme est de classe C*° au
voisinage de zg. Dés lors, f est H§ dans un voisinage de 2o par la Proposition 13. Si
zg = Pj, on baptise f; la restriction de f 4 T; et f;—; celle & T;_;. Ces deux fonctions
s’identifient respectivement & des fonctions définies sur [0, L;] et [0, L;_y], Dorigine
correspondant & P; dans chaque cas. On note f, et fj—1 leur prolongement par 0
dans R... Il vient ainsi

A fio | F
2\ -4 -H, f \e¢
o F (T5)
IFs-1 z - 5) "'z
= - L F(O)do ().
G (T i, kfefi; /k

Il est clair que (F,G) € (H*(0,a]) x H*(j0,6)) N (L*(R+) x L*(R,)) pour tous
0<a<Lj_ét0< < Lj Parla formule d’inversion, on obtient donc

fi-1 (A+H)(F-G)-(A-Hy) (F+G)

F (A+H) T (F-G)+(A-H) " (F+G)
Comme x(F+G) € H*(R,), on peut donc trouver, par la Proposition 12, une fonction
@ qui est la restriction & I’ d’un élément de C°(R?), telle que ¢ = 1 au voisinage de

P; et (1 f;,9fj-1) € H(T). Au total, on a f € H*(T') en recourant comme ci-dessus &
une partition de 'unité subordonnée & un recouvrement ouvert de I'. =
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La régularité de fo a été étudiée dans [2]. Rappelons-en les principales caractéris-
tiques. On pose

ef = {(2k+1)r/w:k e N}U{2kn/(2r —w):k € N},
e; = {2knfw: keNYU{(2k+1)7/(2r —w): k €N},
£ = {welo,2r:3peN:p+1/2€et}.

On constate immédiatement que e}U e = I Ul Soit x; une fonction définie sur T,
qui est la restriction & I' d'un element de C“(RZ) et qui est égale & §;; au voisinage
P, pour tout 0 < k < M — 1. On désigne par z la distance & P; et par (f,g) la
fonction défine sur I' dont la restriction & I';_; est g et qui est nulle sur I'; pour tout
k#jetdej—1. ’

Pour tout s > 0 tel que s + 3 ¢ e , on baptise x;L;,s Uenveloppe linéaire dans
L2 (F) des fonctions '

w2 —r )y (2) sia €€l 1/2 < @ <s+1/2,

“u (2% togz, —x*tlogz) x; (v) sia € ef et 1/2<a<s+1/2eta=p+1/2
avec p € Ny, ' ’

o (2071, 2% 1)X7( )siaee;,1/2<1a<5+1/27

s (z*'logz,z*togz)x; (z) sia€egN Net1/2<a<s+1/2eta=p+1/2
avec p € Np.

Dans ces conditions, on démontre que fo € H§(T') + ZASI X,ﬁy, pour tout's > 0

tel que s +1/2 ¢ €3 U eg pour tout j =0,. ., M -1,

THEOREME 15. Soit Q un ouvert polygonal de R?, de frontiére T'. Avec les notations
précédentes, si s > 0 est tel que s+1/2 ¢ l+ Ui, pour tout 0 < j < M — 1, alors
Topérateur T est continu de H*(T") dans HS(F) En particulier, I'opérateur T est un
isomorphisme de H*(T') N L3(T') dans H(T) N L3(T).

DEMONSTRATION. Comme T est continu de L?(I") dans lui-méme, la preuve de la
premiére partie découle 1mmed1atement du Theoreme 14 ét du théoréme du graphe

fermeé.
On procede de fagon identique pour la seconde partie en notant que T' est un
isomorphisme de L3(T") dans lui-méme. ' u

COROLLAIRE 16. SoitQ un ouvert polygonal de R?, de frontiéreT". Avec les notations
précédentes, si s > 0 est tel que s+ 1/2 ¢ lj;ju I, pour tout 0 < j < M -1, alors
Popérateur U est un isomorphisme de H*(T') N L3(T)) + ) fo( dans HZ(T').
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DEMONSTRATION. La Proposition 2 montre que U est un isomorphisme de L*(T')
dans lui-méme. Traitons le cas général, Par le Théoréme 15, Popérateur U agit
contintiment de H*(T') dans H:(T').

Réciproquement, pour tout g € H(T), on écrit U™*g = f + ¢fo en prenant

1
C=m—esﬁ')'/gd0?
r

On adonc Tf = g — ¢ € HS(I') N L(T) de sorte que f € H¥(I') N LE(T"). Dés lors, on
obtient 7=1g € H¥(T) N LE(T)) + ) fo(- ' ®

Ceci nous permet d’améliorer le Corollaire 3.

COROLLAIRE 17. Soit § un ouvert polygonal de R?, de frontiere I' et s > 0 tel que
s+1/2 ¢ IF U5 pour tout 0 < j < M —1. Pour tout g € Hs*Y(T"), I'unique
solution f € L*(T") de I’équation Sf = g s’écrit sous la forme h+ Afo ou A € C et h €
H*(T) N L(T) est I'unique solution de I’équation Th = Dy.

DEMONSTRATION. Clest une conséquence directe du Corollaire 3 et du Théoréme
15. Si g € H**Y(T'), on a Dg € H:(T) N L(T). Dés lors, il existe un et un seul
h € H(T) N LE(T) tel que Th = Dg. Si f € L*(T) est 'unique solution de I'équation
Sf =g, alors f — h € ker'T', ce qui permet de conclure. (]

2.4. OPERATEURS DE CONVOLUTION DE MELLIN

Ici, nous rappellons certains résultats de base sur les opérateurs de convolution de
Mellin sur la demi-droite.

DEFINITION 18. La transformation de Mellin de une fonction f € C°(R*) est définie
par

+o0
M) = [ e ) da @)
par Rez > 0. Elle satisfait
Mf(z) = ~MDf(z+1)

et elle peut étre prolongé comme une fonction méromorphe dans C avec des poles
simples dans 0, —1,—2, ... Le résidu en ~k est D f (0) /k!

Pour une fonction a(z) € L*®(Rez = 1/2), Popérateur (pseudodifférentiel) de
Mellin 2 avec symbole o [2] (z) = a () est défini par

1

Av (s) = 3 / s%a(z) 0(2) dz, v e LARY). (2.3)

Rez=1/2
Alors 2 est un opérateur continu dans L2(R*) et sa norme est bornée par

2 < sup la(2)]. (2.4)
Rez=1/2
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Si B est un autre opérateur de Mellin avec symbole b, alors B est évidemment un
opérateur de Mellin qui a comme symbole ba . Particuliérement, si le symbole de 2
satisfait 'estimation

la(z)] = c¢>0, Rez =1/2,
alors 2 est invertible continfiment dans L?(R*), ou son inverse est lopérateur de

Mellin avec symbole 1/a.
On dira que le symbole a (z) est de classe 7% s'il est analytique dans la bande
0< Rez <1 et si, les estimations

a(2) =0 (1 +12)7*), Izl > o0, ke Ng
ont lieu uniformément dans chaque sous-bande § < Rez < 1 -6, 6§ € (0,1/2). Si
a € ™%, alors la fonction noyau & (z), € R*, définie par

1
k(z) = —/ z7%a(2)dz, 0<é<1, (2.5)
271 Re 2=6
satisfait les estimations
sup |z”** Dk (z)] < 00, - (2.6)
TR+ .

pour fousk € Ng, 0< p< 1.

~Ceci est une conséquence de Panalyticité et la décroissance & I’infini du symbole..
Drailleurs, I'opérateur 2 avec symbole a € ™% peut s’écrire comme une convolution
de Mellin

wo(e) = [ h/0) v(o) Z

et le symbole est la transformée de Mellin de la fonction noyau

a(z) = /oo "k (2) dx. ' (2.7

0

L’opérateur singulier de Cauchy sur R*

50l() = 2vp. [~ X%

o 00— 8

est un opérateur de Mellin avec symbole o [$](2) = cot z qui est analytique pour
0 < Rez < 1 et il satisfait les estimations
o8} (:) =Fi+0 ((1+12)7), (28)
Imz — +00, k € Ny uniformément dans chaque sous-bande § < Rez <1—-6,6 > 0.
(Voir [6]). | |
Soit 9 une fonction réguliére & support compact sur [0,00). Sid € ™ oua(z) €
cotmz et ® est le opérateur correspondant de Mellin (2.3), alors le commutateur
A — Ath est compact sur L2(R*). Pour a € £, Vopérateur ¥ est compact dans
L?(R*) si de plus 0 ¢ supp .
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3. LA METHODE DE COLLOCATION

On considére une méthode de collocation utilisant des splines de degré & pour résoudre
Iéquation intégrale

- / logle — €] u(§) dT(§) = f(z), €T, (31)
r

o T est la, frontiére d’un polygone Q de R%, f : T' — Rest donnée et u: I — R
est inconnu. C’est une des équations intégrales les plus simples dans la théorie du
potentiel dans R2.

La difficulté principale dans ’analyse de la méthode pour la résolution de (3.1)
est de prouver la stabilité, c’est-a-dire, démontrer que la discrétisation de 'opérateur
intégral a un inverse borné dans un cadre approprié. Ceci est connu si I' est une
courbe réguliére (voir [1] et [23]) mais les méthodes de démonstration ne sont pas
applicables & un polygone.

3.1. DESCRIPTION DE LA METHODE

Notons par N 'ensemble des entiers positifs et Ng = NU {0}. On suppose que la
capacité logarithmique de T est différente de 1. Soient Py, Py, ..., P les sommets de
I et pour tout £, 1 < £ < M, Pangle intérieur entre les cotés P, — Pp—q et Py — P,
est we = (1 + x,) 7. Soit §e le vecteur unitaire dans la direction P;— P,_;. Le c6té qui
va de Pp_; a P, est noté Iy, |Te| = | P, — Pr—1| désigne sa longueur et |I'| la longueur
de T

Soit v : [~m,m] — T le paramétrage de I' proportionnel & la longueur d’arc,
c’est-a-dire |y ()| = a = T} /(27). L’équation (3.1} se transforme en

T

1 [reh ) -1 Ol @dc =g, sel-nl, (32)
avec
w(é) =au(v(£), g(&)=rf(r(s). (3.3)
Cette équation peut s’écrire de maniére abrégée sous la forme
Sw = g. (3.4)

Soit S Popérateur

Sv(s) = —-3;/10g|251n(s—§)/2[v( )d§+-——/v(§)d§ (3.5)

-

Le premier terme est I'opérateur S quand I' est le cercle unitaire paramétré pér'
v(s) = (cos s,sins). Le deuxiéme est une pexturbatmn compacte. L’ opexateur S est
mvers1ble (dans un espace appropri¢), et (3.4) peut s'écrire

(I+S1(S~S)w=S""g
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Pour £=1,2,..., M, on définit
vy (8) =P _1-a (Sg - S) @g, s € [Se_1, Sg] . (3‘6)

Pour ¢ tel que 0 < e < %, soit A une fonction régularisante qui a (k + 1) dérivées

continues, qui vérifie

1, sis<eg

Afs) =

0, sis>1—c¢,

et
Dx(e)=0=D"X(1-¢), k+12>2j2>1,
et qui est strictement décroissante dans [Se—1 + €, S¢ — €]
Associé & chaque sommet P, on a les ensembles

ef, = {(2k+1)m/we:k e N} U {2k7r/(27r —wy) 1k €N},
e, = {2kn/we:keNYU{(2k+1)m/(2r —we): k €N}

On pose oy = B, — 1 ou B, € e, Ue, et B, > 1/2.

On choisira un vecteur § = (q1,q2, . ..,qum)" d’exposants, 7 > (1,1,...,1)T.
Soient {Sz}?_ﬁgl les préimages par v des sommets de I', c’est-a-dire, v (Se) = F, pour
tout £. '

Le découpage A est défini sur chaque coté I'y de  par

s {2 (E)] (£)" o () (%2) - 0,

k=0,1,...,N;— 1,00 N, est la quantité de points sur I'y. Les points moyens de
chaque sous-intervalle sont

tr = (se41+ 32) /2, k=12,...,N.

Pour chaque k > 0, soit S l'espace de splines de degré k subordonnés au dé-
coupage A. Plus précisément, ona v € Sk si et seulement si v est 2m-périodique, v
est un polynome de degré k sur chaque [s,—1, s¢] et v a (k— 1) dérivées continues dans
[~7,7]. Pour tout v: [—m,7] — R, on définit I'interpolant Qav € SX de v dans Sk
par

e si k est impair, alors Qav (s¢) = (s¢), =12, .. N,
» si k est pair, alors Qav () =v (), £=0,1,...,N—-1

La méthode de collocation consiste a chercher wa € S% tel que

QaSwa = Qag. (3.7)
Pour #* < (1/2) min, {N,}, considérons la méthode
Qa8 Mwa = Qag, (3.8)
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avec
S™h =S4+ (S = S) T,

ot h = ming {sp1 — 8¢} et T7 est Popérateur de troncature défini par

0, sis€[Se—7,8+1], £=1,...,M, ‘
T™v(s) = (3.9)
v(s), sinon.

Quand i* =0, S™" = §, si 4* > 0, le noyau de S, log|y(s) — v (0)], est remplacé
par le noyau de S, log ]Zel/zsm(s —0)/2| si 0 € UM, [Sp —4*h, S¢ + i*h]. Avec cette
notation, nous avons le résultat suivant.

THEOREME 19. Soient Q un ouvert polygonal de R? et I' sa frontiére , g € H* (),
s§>0tel ques+1/2¢ el Ues, pourl =0, . M~1,q(a+1/2)>(k+1)etwla
solution de Sw = g. Siw; ¢ E pour tout ‘] alors, pour k = 0,1,2,3, il existei* > 0
tel que (3.8) admette une solution unique wa pour tout N suffisamment grand qui
vérifie
lw —wally < C N~-G+1),
avec C une constante qui dépend de w et i* mais est indépendante de N.
Si un des w; appartient & £ il faut remplacer cette estimation par

lw = wally < CN~*+ g N,
3.2. RESULTATS ANALYTIQUES

Dans cette section on donnera quelques résultats analytiques sur ’'opérateur S et
Popérateur S~1.9 qui sont nécessaires pour prouver la stablhte et la convergence de
la méthode de collocation.

De [27], on a

Sl (s) = ~HD [v] (s) + 2—17T / v(0) do, | (3.10)

bt 8

ol D est Vopérateur-de différentiation et H est I’ oper ateur intégral smguhet de Hxlbert
périodique défini par

kid

Hy(s) = -—%v‘p./cot [(s=0)/2)v(a) do

En vertu de (3.10), nous avons
S'S=I+B+E, (3.11)

avec B = —HD (S -S5). Ici, E désigne un operateur compact générique dont la
valeur peut changer de ligne en ligne.
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THEOREME 20. L’opérateur B peut s’écrire B = Z;Vi 1 Bj+ E, avec

¢S . 8 ~
__[(8—s\ wv(o) / _ (S -8\ (o)
[5 (322) g5 [ 5 (358) osye
S,‘—e Sj—e
siS;—e<s< Sy
B (s) = <
S;+e S’ ( ) Sj+e S ( )
4 [ ST vio ‘ ‘ - 8§ — Oj Vo
[ (522) e [ (5=2) w2t
S; S5 '
\ 5i8; <5< 85+¢

et bf* sont des fonctions qui satisfont les estimations

sup [z DFbFF (z)| < o0,
R+ ’

pour ke Ny et p € (0,1).

Pour prouver ce résultat, nous utilisons une procédure de localisation. Nous étu-
dions l’opérateur de convolution de Mellin B; sur la demi-droite, qui modélise le
comportement local de B au voisinage du sommet P; .

Soit ¢ tel que

0<ex< %min{S-——Sj_l cj=1,...,M}

et soient ¢;, 1/1 deux fonctions 27 -périodiques non-négatives de classe C* telles
que Y; =1 dans un voisinage de 5, 1/17 = 1 dans un voisinage de supp ¥; et supp
¥ C [S; .55 +4.

Montrons que

M
B=Y ¢,H¥D(S-S)¢;+E (3.12)

J=1

Pour vérifier (3.12), rappelons que

"/as \

7{%{-@‘0 (s =0)/2] +c(s,a)} v (o) do,

-

D(S—S)v(s) %—)ﬂ‘v(a)da

2sin{(s — o) /2]

(3.13)

o, pour s=S;,7=0,..., M,

S _1[MOmE -], %O mE -nEl]
¢(&0) ,r[ & =1@F -1 }
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Ici, v, et 7, sont les composantes du paramétrage v défini dans (3.6). Puisque
est un paramétrage C? dans chaque intervalle (S;_1,5;), le noyau de D (S — S) est
uniformement borné en s et ¢ hors d’un voisinage de 'ensemble {(—=, 7) U (x, —m)}U
{(S;,8;) :5=0,..., M} par une constante positive. Dés lors, on a

M M
D(S-8)=) D(S-S)y;+E=Y 4;D(S—S)¢; +E.

j=1 J=1

A partir de (3.11), nous avons

M
=-> Hy;D(S~S)¢; +E.

i=1

Si on utilise I'identité ¥, = 1, z// et le fait que ¢, H — H% est un opérateur intégral &
un noyau régulier, (3. 12) s ensult

Maintenant, on regarde en détail chaque terme de la somme (3 12). Ceci représente
la partie principale de B dans un voisinage du j-iéme sommet. Sans perte de général-
ité, on peut supposer que P; = 0 et que S; = 0. Dans ce cas, le paramétrage prend

la forme :
a(—s) (cosxm,sinxw), s€le0];

() =3 (3.14)
a(s,0), s€0,€);
ou, par convention, on écrira x pour ;. Par construction des fonctions de troncature,
on a
supp ¥; C supp ¥ C [Sj—c, Sjte] = [€, €] .

Remarquons que
1 i s—c 1 1
=—Co
2m 2 TS—0
est une fonction régulieére dans (—n, 7) X (—m, 7). Par conséquent, en utilisant (3.13),

nous obtenons

‘ DS-8S)yp=(®H- Oy+E,
ot E est un opérateur compact, k

S (s) = —-—l—v.p‘ / Mdc’

T §$—0

-0

est Popérateur singulier de Cauchy sur R et
e ¢]
Cv(s)= / c(s,0) v{o) do,
—0

avec ¢(s,o) défini dans R x R en utilisant Pextension de (3.14) pour tout R. Ainsi,
il vient

YHYD (S = 8)p =vow (H-€)+E. (3.15)
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En vertu de (3.13) et (3.14), nous avons

11
P so > 0;

cs,0) = (3.16)
1 s+ ocosxm so < 0

7 (52 + 02 + 250 cos X7

Pour étudier les opérateurs § et € dans L2 (R), nous les identifions avec les matrices
de 2 x 2 de convolution de Mellin des opérateurs H et C qui agissent sur L? (R*) x
L? (R*). Pour ce faire, on introduit 'isométrie I : L2 (R) — L? (R*) x L* (R*) définie
par
o(s) = (v(s),v(~s))", s€R*.

Au lieu de considérer les opérateurs $ et €, nous considérons leurs équivalents

H=0OH0", C =0¢I (3.17)
dans L? (R*) x L?(RY).

LEMME 21. H et C sont des opérateurs de convolution de Mellin et leurs symboles
sont ‘

1

cotwz ——

sinmz

o(M)(2) = . )
i - cot mz
sinmz
et 1
ot (m [z = 1]) cosxm (2~ 1)}

. sin{r(z = 1)]
o(C)(2) = e (2 = 1]
cos [xm (2 ~
ey oy cot [m(z — 1)]
DEMONSTRATION. Pour vérifier la premiére formule, observons que 7 dans L? (R*)x
L?*(R™) peut s’écrire comme une matrice d’opérateurs de convolution de Mellin de
noyau

1 (-2 —(Q+z)™

1+2)7 -Q-2)7"

La fonction 1—1r (1- :c)'1 est le noyau de Popérateur singulier de Cauchy sur R, et
sa transformée de Mellin est cot mz. La transformée de Mellin de %(1 + .'Ac)'"1 est
1/sinmz, et la premiére partie du lemme est démontrée. Pour obtenir la deuxiéme
partie, on écrit C de facon similaire comme un opérateur de convolution de Mellin a
valeur matricielle, de noyau

e (2) oo (@) .
c(z) =
ct+(z) c(2)
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ol, en vertu de (3.16), nous avons

11
e (7) = =iy (z) = Tr—1

et ‘
1 4+ Ccos X%

71+ a2 + 2z cosxm

i (2) = —C—y (z) =

Nous obtenons

Bor (2) = —6-_ (2) = % (-1—-)~ (2) = oot ( (2 — 1)).

1-2

De plus, comme

?

1 z 4 cosxm ~ (2) = cos [xm (z = 1)]
7 \ 1+ 2%+ 2z cos x7 sinwz
ona
Ze (2) o cos[xm(z—=1)] i (2)
A sin {mz) Tl
ce qui achéve la démonstration. -}

DEMONSTRATION DU THEOREME 20. II suffit de démontrer P’affirmation dans un
voisinage [—¢, €] du sommet S; =0 (avec le paramétrage donné par (3.14)). A partir
de (3.15) et de (3.17), nous avons
YHY'D(S—S)y = o I'HIY T (H-C)Iy+E
; (3.18)
= plIT"HH-C) Iy + E.

(pour la derniére égalité, on a utilisé le fait que /' I~ (H —C) T— O~ (H-C) Iy’
est un opérateur compact et que ¥’y = ¥). En utilisant le Lemme 21 et ’équation
(2.21), il est facile de vérifier que le symbole (H ~C) est de classe £7°°. Etant donné
que o [H] (z) est borné dans chaque bande § <Rez < 1—-6,86€(0,1), on a
oHH=-C)l=c[Hloc[H-CleX™

Par conséquent, le noyau de convolution H (H — C) satisfait aux estimations (2.19).
En évaluant (3.18) pour s € [—¢,0] et s € [0,¢], nous obtenons un développement
local de B;v sous la forme voulue.

Pour un sommet S; # 0 quelconque, la procedure est exactement la méme &
Pexception de la deﬁmtlon de II. Dans ce cas, on pose

v (s) = (v(s - 5;),v(5; = 9)),
s € R+ B
- Considérons lbpéréteur I 4 B avec v
B=H (H-C) ' (3.19)

Par (3.17) et (3.18), B peut étre consideré comme la partie non-compacte de ’'opéra-
teur B dans un voisinage du point S; = 0.
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LEMME 22. Il existe une constante ¢, telle que |det (I + o [B](2))] 2 ¢>0, si Rez =
1/2.

DEMONSTRATION. Remarquons que

det(J+c[H(H-C)))

det (I + o [B))
= det(I+ 04[H] o[H]—o[H]o[C])

= det(~o[H]o[C)

det (0 [C]),

parce que o (H) o (H) = —I et deto (H) = 1. Il suffit donc de vérifier que
|det (¢ [C] ()| = ¢ >0, Rez=1/2

A partir du Lemme 21, nous avons pour 2 =1/2+4+14, £ €R

_ cos? (xm (1€ — 1/2)) ~ cos® (mw (i€ — 1/2))
sin® (7 (i€ — 1/2)) ”

det (¢ [C] (3 +i£))
11 est facile de montrer que, comme Ixl <1,

Jim det (o] (1/2+€) =1

1l suffit de vérifier

A () = cos® (xm (i€ ~ 1/2)) —cos® (n (i€ ~ 1/2) #0,  £€R (3.20)
Pour cela, observons.que

A(€) = (cosh (xm&) cos (xm/2) + isinh (xn¢) sin (x/2))” — (isinh 7€)*,
est le produit des facteurs

Iy = (cosh ‘(x7r§) cos (xr/2) +i cosh € cos (x7/2))?
4 (sinh (x€) sin (x7/2) +isinh (7€))* .
Si || < 1, nous avons ReI,. > 0, £ € R . Dautre part, on a
Im I_ = sign (€) [sinh (|x| 7 |¢]) sin ([x| 7/2) — sinh (7 [§])],

et on conclut que Im I # 0 saufsi & = 0. Or, Rel_ # 05si & = 0, donc (3.20) s’ensuit.
] .
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3.3. RESULTAT DE COERCIVITE

L’analyse de la méthode de collocation dans la section suivante dépend de la stabil-
ité d’une approximation de “section finie’de l'opérateur I+S~! (§ — S) = S~1S. Pour
définir cette approximation, on utilise, pour 7 < (1/2)min {S; — S;—; : j=1,..., M},
Popérateur de troncature 77 défini dans (3.9). L’approximation de section finie est
définie par I + S7' (S — S)T". La stabilité s’obtient dans le théoréme suivant.
THEOREME 23. Il existe C > 0 et 7¢ > 0 tels que

[(+S7H(S = S)T )|, = Cllvlly s
pour tousv € HY 0 <7 < 7.

REMARQUE 24. Observons que, pour T fixé, I'opérateur I + S71(S — S)T™ est un
opérateur de Fredholm d’indice zéro. L’inégalité antérieure montre que cet opérateur
est inversible et qu’il a un inverse uniformément borné pour tout T € (0, 7¢].

DEMONSTRATION. Par simplicité, nous écrivons M = S71(S — S). Pour démontrer
le théoréme, observons d’abord que le résultat est vrai si nous pouvons montrer que

IT7(I + M)T"o|, > C|T7vll,, pourve H%t0<T< 70 (3.21)
Pour voir ceci, remarquons que le noyau ker(J — T'") x ker T'", muni de la norme
i
o)™ = (el + 013}
est isométriquement isomorphe & H° par I'application
v— (T70,(I =T ).

De méme, Papplication v — (I + MT7™)v peut &tre représentée par opérateur ma-
triciel

Ty TT(I+M)T™ O Ty
—
LI =T"v (I-THYMT™ I (I-T")v
Si (3.21) est vrai pour tout 7 < 7° 'opérateur C
T7 (I + M) T |xex(r+17)

est inversible dans ker (I —77), avec un inverse borné indépendamment de 7. L’ap-
plication v — (I + MT7™) v est donc inversible et son inverse est repré senté par.

T (TP +M)T)! 0 STy

(=T I -TYMTT (I +M)T) T =TT

Cet inverse est borné dans ker (I — T7) x ker T™ indépendamment de 7 et le théoréme
s’ensuit.
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- Pour obtenir (3.21), il suffit de vérifier Vestimation d’ellipticité forte
Re (I + M + Eg)v,v) > C |v|?, (3.22)

v € HO pour un opérateur compact Ey et ou {-,-) désigne le produit scalaire dans
HO

Par le Lemme de Céa-Pol’skil (Voir [23]), (3.22) implique la stabilité d’un systéme
de Galerkin pour (I + M)v=f dans H®. (Rappelons que I + M est inversible dans
HP, voir [26]). Comme la méthode de Galerkin dans I’espace ker(] — T7) consiste &
trouver v™ € ker (J — T7) tel que -

TT(I+M)v =T"f

il s’ensuit que pour tout v € ker (I — TT) on a

IT7 (I + M)v™]ly 2 Cliv7lly

et (3.21) s’ensuit.
Pour montrer (3.22), observons que par la définition de M et (3.11),

I+M=I1+SY$-S)=S1S=I+B+E,
avec E compact. Il suffit donc de prouver les estimations
Re (I + Be) w,w) > Cy (w, w)?, (3.23)

avec w € L¥(R*) x L3(R*), pour chaque £ = 1, .., M et B, est la partie locale de B
prés de P
Maintenant (-, -) désigne le pIOdUIt scalaire usuel dans L*{(R*) x L(R*) , c'est-a-dire

o

(0,0 = [ (w(e), Ble) do

0

avec (-, ) le produit interne dans C2.

Comme avant, sans perte de généralité, nous montrons (3.23) avec 3, = B donné
par (3.19). Ici, nous supposons que z; = 0 avec le paramétrage local (3.14). Pour
obtenir (3.23), on se souvient que H? = —I, et I + B = —HC. L’égalité de Parseval
et le Lemme 21 montrent que

Re({(I + B)w,w)

/ Re (0 (M) (2) o (~C) () @ (2) , % (2)) |d2]

Rez—1/2

> [ Relo(D@)o(-0) @5 (), 0() ]
Rez=1/2

otl, pour toute matrice complexe D de 2 x 2, Re [D] = (D + D*) /2. Le résultat voulu

est donc une conséquence du Lemme 25, lequel concerne les valeurs propres de la

matrice Re o (H) (2) o (-C) (2)]. a
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LeEMME 25. Pour x € (—1,1), il existe une constante c telle que les valeurs propres
A¢ (2) de la matrice de 2x2, Re[o (H) (z) o (—C) (2)] satisfont &

Ae(z) 2¢>0,
£=1,2, Rez=1/2.

DEMONSTRATION. Par le Lemme 21, nous avons pour z = 1/2 4+, et £ € R,

—ia(§)  b(¢)
o(H)(2) = : ;

=b(€)  ia(f)
—a(§) -B(&)
o(-C)(z) = ;
B (&) a(€)
avec
a(§) =tanh(n§),
-1
5() = Ccosh (n€)’
__z'sinh(7r§)
a(§) = w03 (76)
_ cosh (xm€) cos (xm) _sinh(xm¢)sin (x7/2)
Ao = — cos (7€) T — cos (7€) ‘
Donc
A€) B
Re[o (H) () o (—C) (2)] =
B A8

avec

A§) = b(E)Ref(§) —a(f)Ima(),
B(&§) = b(¢)Rea(§)—a(§)ImB ().

Les valeurs propres A; (z) sont
M(z) = A+ B(),

X (z) = A -B(E)
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Pour évaluer ces valeurs propres, observons que

— ~ cosh(xm€) cos(xm/2) — sinh(xm€) sin(x7/2)
A (6) cos;; € ( c><()sh(7r£) X ) — tanh (7l'§) ( c><(>sh(7r£) x )
2
= (COS}WJ {cosh (x7€) cos (xm/2) + sinh (n§) sinh (x7§) sin (x7/2)),
= - Zsinh(x7§) sin(xm/2)
B(§) = - tanh (nf) (~ibirgsntala)
2
= (z%) (sinh (n€)sinh (xr/2)sin (x7/2)) .
(3.24)
Donc, comme z = 1/2 + i€, nous avons
Fi O +: 0 {10
sy @e-a@-( L) (5 %)-(57)
si & — Foo.
Dans ce cas, on a A (1/2400) =1, £=1,2. Comme les expressions (3.24) sont des
expressions paires en £ et x, le lemme s’ensuit. n

3.4. SPLINES

Soit A = {z¢},o_., un découpage de R par les points z, qui satisfont zop = 0 et
Zpon = ¢+ 1 pour N € N fixé et £ € Z. Soient

h = max (.’L'g et 12‘13_1) y ﬁ = min (:ve - xg_l) .
=1, .,n {=1,..,n

Par Sk (k € Ny), nous désignons ’espace de toutes les fonctions splines zéguhéxes
de degré k subordonnées au découpage A, c’est-a-dire que chaque fonction de S% et
ses dérivées d’ordre inférieur ou-égal & k—1 sont des fonctions périodiques et continues
dans R, et sa restriction & chaque intervalle (z¢, z41), £ € Z est un polynéme de degré
plus petit ou égal & k; S est 'ensemble de toutes les fonctions constantes dans
chaque sous-intevalle de A. Par tout k € Ny, S§ est un espace N-dimensionnel et il
admet une base {¢f } 1 de B -splines.

On a SX C H® si et seulement si s < k+ 1/2. Les propriétés suivantes (cf. [23])
de l’espace de splines S¥ jouent un réle trés important dans ’analyse d’erreur pour
les méthodes d’approximation par splines.

THEOREME 26 [PROPRIETE D’APPROXIMATION PA(k+1/2)]. Sis < r < k+1,
s<k+1/2 et o < s, alors pour tout u € H' et tout découpage A, il existe ua € S§

tel que
' llu — uallge < (&) B g, (3.25)

pour tout t € [0, s], et ¢c(t) est une constante indépendante de u et A.
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THEOREME 27, Sis < r < k+1 et s < k+ 1/2, alors il existe une constante c

indépendante de u et A tels que
lu — Psaullge < b lullg (3.26)

u € H', avec P, 5 la projection orthogonale sur S dans H'.
3.5. APPROXIMATION DE z® PAR DES SPLINES NON-UNIFORMES

Les résultats suivants donnent un ordre de convergence maximal dans I'approx-
imation de fonctions singuliéres sur des découpages non uniformes. On utilise des
découpages non uniformes mais les estimations sont faites avec des normes standards
dans L? (sans poids). Ceci est une différence importante par rapport a [7].

Pour un ¢ > 1, on désigne par SLS’I;) ’espace des splines d’ordre £ sur l'intervalle
[0, 1] par rapport & la subdivision

M =(j/N)?,  j=0,..,N

THEOREME 28. Soit £ =0,1,2,3. Si [ap, 1) C R avec ap > —1/2 et ¢ (1 + 209) >
2(¢ + 1), alors il existe une constante C > 0 telle que
C

inf |lu—z® < ——
vaso I lz2g00 < Fyert

et

e C ‘
HSIEN) Hu —z% Iog x”Lz(]O,l[) S "N-e—_;f IOgN
12

pour tous N > 0 et a € [, 01).

DEMONSTRATION. Nous traitons ici le cas £ = 3. Les autres sont analogues. Pour
simplifier les notations, on n’écrira pas explicitement la dépendance en N. Bien sur,
les estimations seront uniformes par rapport a ce parameétre. Notons par § = Sy le

spline régulier en [N9,1] qui interpole la fonction f(z) =z*en ;=27 /... ,m%v)
et ses dérivées en z; et zn. Si 2o = DS (4) et hy = 2 — zg-1, 0n &
Tog1 — T T — 2
D2S (.’17) =z 441 [4 + 2e0
hes1 her1

dans Vintervalle [z, 2¢41). Dés lors, dans le méme domaine;

zeh3, g ( Tes1 — w) P mpa-vw Te =T
S(z) = - oyttt %
= 6 et heta Y et

3
zer1hi (m - :Ee) z - Ty )
+ - + Yor1——;
6 hevt 1 ver hegy

avec yp = S (z¢). La continuité de la premiére dérivée de S en les points x2,.. .; Zn-1
conduit &
LoZe—1 + 220 + Apzpr = dy; £=2,...,N-1,
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avec

dy = 6 (ye+1 ~ Y Y- ye--1>
he + hysy hest he
et b
A e
© 7 Rt hea
(3.27)
He he+ hop1
Les conditions DS (z;) = y} et DS (zn) = yj s'écrivent
6 1y1—
2 _ = | =
20 + 21 i [ hl yo:l d,

dn.

6 ~ YN-
QN1+ N = [yN Yn-1 ,J

71; v Yn

Le systéme a résoudre s’écrit Mz = d avec

2 1
o 2 X
M= By 2
By T An-n
7 ’ 2 An-
b 1 2 -

Désignons par 2, d et g les vecteurs de R" dont les composantes sont respectivement
2o, dg et D2f (z4), £=1,..., N. Posons

r=d—Mg=M(z-yg).

D’abord on donnera une borne de (z — g) avec des estimations explicites de .
Comme g > 1,0n a 208 < (£+1)7 + (£ — 1)? et donc hg < hpyy. De (3.27) et du
Lemme 33 nous avons

'2'<//'2</"3<"”'<¢UN—1<-1:

et

1
1>)\2>/\3>‘,..>>\N_1>-2—‘
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En utilisant le Lemme 31, on obtient

il = & (%2 - Df () 2D (o) - D% a)

ha
/ﬂh—hgﬁ (2hg — t) DAF (t + 1) dt
]

lo:(a = 1) (= 2) (& — 3)| h3N9G-) /1 s(1-5)2-9)((2-1)s+1)""ds

< CNaz-a)
Sil< < N, on a, en utilisant le Lemme 32,

Il = 1de — 1 D*f (ze1) — 2D°f (22) — NeD*f (zes)]

her1t+hg hesr ¢

6 (f(z'l-{-l)_f(zl) _ f‘(we)—f(z‘en))
h,

— 144D f (zo-1) — 2D* f (z6) — AeD?f (ze41)

he
t(h2-2 -
= ale-D(a=2(=9)| [ md b+ ey a
/ !
heprthe
(hesprthe~t)(t—heo)(2hgs1+he—t) -4
+ S hz(he+fw+1)e-'-1 ‘ (t + xe"l)a dt
hy
1
< CH (/ 5(1= ) (1 - 8) ey + s20)** ds
0
1
+ /s (1-9)2-8)((1—s)ze+ S$e+1)a_4 ds)
0
< Cih3Nal-a) pala—d)
< Gy Nq(2—a)‘j‘—(q(2*a)+2) ‘
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De la méme maniére

ol = |3 (25 - Df (ew) + D (an-) + 2D%F (aw)

hn
hy
- /ﬂ%ﬁ@m—npqu—nﬁ

< OB
< C]N_z‘

Si on somme, on obtient '
I gq(Z—a)+?,Z| <C Na@—a)

pour £ et N quelconques.
Pour obtenir la majoration de z—d, on considére la matrice A = diag (1,27,..., NP)
avec p=¢(2—a)+2 On pose Ar = AA(z — g) avec

A=AMAL
Soit : Sy :
M=2<I+-2'(L+U))

avec L (resp. U) triangulaire inférieur (resp. supérieur). On a

. -
(I+§(L+U) ~I+Z: L+U

Les éléments avec indices j, k d’un produit de r copies de L et s copies de U est non
nulle si et seulement si j — &k =5 —r. S’ll est non nul, il est borné par X'*°. En

utilisant ceci, on a

<+z°:° (_2)—2 (J + K)f) < Z 9- 822)\2 _Ii\l
jk

£=1 =) —k|

S’ensuit que

4= s, Shal <5 mo T3Sk
=1, W,N -
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Puisque
N £-1
&y kPAEH Z RN Z kPAT
k=1

IA

-1
P k)P \ —
_‘%)‘_+2p—12k+k§lfp k) /\2 k
k=1

AN

£-1
- R Y ()
k=1

[¢/2)

L
= MET ol Z,\kwﬂ,\‘f/2 Z (H
k=[e/2l+1

(¢/2} :
1-{]—»2—”)‘_1 + 9p-1 Z)\k + epAi/Z Z /\k £/2
k=[e/2)+1
il existe C' > 0 indépendant de N tel que |[A71|| < C. Ceci montre qu’il existe une

constante C > 0 telle que |2, — go| < CN a(2—e)g~{a(2-0)+2)
Sif>0etzp<z<zpy1,0mna

If(z) = S(z)] < CLNaC@-)p-G@-ardp2

. /””‘“ t(zm-z)(hﬁgs—@e»fi—z))’ (t + )™ dt
0
- - 2_(hy—t)2—(z—1x,)% . .
L / (@=ze)(he t)(he6 h(:le ) (t+z0)° " dt
=Ty

1 .
CyN~9o2~4 4 Cgh‘e‘/ s(1— 8%) (hes + z0)* * ds
0

AN

_<_. 04 N —9« an—4

S’ensuit que

N e N
”f - S”?H(]N-'Ll[) < CZ N——aneZ(qa—«l)% (%)9“‘1___ CZ N—-q(1+2a)£q(1+2a)—9 < C1N—8,
=1 =1

sig(l+2a)>8
Pour obtenir un spline dans [0, 1], on peut prolonger S par

w(z) = S (z1) + (z — 21) DS (21) + (””—x—‘) DS (z1)
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sur [0, N~9. Puisque

N-4 , )
/ % — [S (1) + (2 — 21) DS (z1) + ﬁ%’-LD%’ (xl)] ’ dx

0

1 2
= N~42+1) / 8% — (l +a(s=1)s 14 Lg—'%LZN?("“""’)D%S’ (xl))l ds,
: 0

et
|D?S (@1)] < |21 = g1 + [g1] < ONE=2),

Pour le cas z%log x on obtient de méme V'estimation
If (z) = S (2)] < ON 714" log N,
ce qui fournit le résultat annoncé. ]

LEMMES AUXILIAIRES. Ici nous énongons quelques résultats qui sont été utilisés
dans la derniére section. Leur démonstration est un simple calcul et nous laissons les
détails au lecteur.
LeMME 29. Sih>0et f € C*(|0,h]), alors

3

2Df (0) + 3Df (B) = 37 [1(h/2) = F0) = = [ o)) D°F (0t
. 0
avec

ﬂsg—;‘@ si0<z<h/2,
p(z) =

E2 sn/2<z<h

LEMME 30. Sih,k> 0 et f € C3(j0,h+k[), alors

8f(h+ k/2) _ f(]g/Q) _ Df(h) _ {th (0) +kDf(h -+ k)] — Tp(t) D3f (t) dt

3(h+ k) h
0
avec
S___l(_._lh-;("hﬁ:)"‘ si h/2 <z < h,
p(z) =
M%%ﬁd sih<z<h+k/2,
Hictiz) sih+k/2<z<h+k
\

371



LEMME 31. Sih >0 et f € C*(0,h+k[), alors

h+k
wvw—/ p(t) D*F (t) de
0

6 [f (h+k)—fh) fR-f (0)] _hD%f(0) — kD*f (h + k)

Th+k k - h h+k :

avec ) )
’E(_h%-k_)- (hz-—.’L‘z) SIOSIZISh,

p(x) = .

MeREh %k +h—1) sih<z<h+k

LeEMME 32. Sih>0et f € C*(]0,h[), alors pour tout z € [0, 4], on a

h
f@nﬂ%wWNwt

_fW-Ff0) _z(h—2)(@h—-2)Df(0)+ (z+h)D*f(h)

h 6 h
et h
Df (2) ~ / O DY (B)dt
f(h) = £(0) , (K =3(h~2)*) D*f (0) - (h? = 3a%) D*f (h)
= +
- 6k
avec ’2 2 2
WoE-2 Y Go<t<a,
Po (t) = 2 2_ 2
e e <tgh,
et 242 2
H-r-so)) si0<t<y,
pl (t) = 2 2 2
] G G ) PR <t<h.

ok
LEMME 33. Soient N €N, z,=({/N) pour£=1,2,...,N—1et

T — Ly
ﬂz=_€__€___1__’ 2<¥é<N
Lo+t — Te-1

Les nombres u, vérifient

1 .
§</1'2<//'3<"“"</~"N—1<1"
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DEMONSTRATION. Les inégalités 1/2 < p, et py_; < 1 sont immédiates & partir de
la définition de p,. Pour démontrer la croissance de p, par rapport & £. Soit fi défini
par

‘ (s+1)F— s
i (s) = Graf s
On a
fi(s) = @){—"Z]—f {[(s+ 1)1 = 857 [(s + 2)* — 6]

—[(s +1)F —s*] [(s+2)* 1 - 5]}

k-1 k=1 ’ »
Hler ) e D] 1 1yt (s 4 2)5 = 2(s + 2R 65T 4 (s 11sE]

[ts+2)"—s%]

Cette expression est positive car la fonction (1/ s)k'—1 est strictement convexe si k£ > 1,

c’est-a-dire
1 k=1 1 1 k-1 1 o k-1
(s+l) <3 (E) * (s+2>
et
1 s(s+1)
(s+ 151 " s(s+ 20
On obtient
2(s+ 2k < (s 4+ 1) s+ 2k + S5 (s + 1)FL

Nous avons que fx (0) > 0 et f;, > 0 d’ott le résultat voulu. =

3.6. CONVERGENCE DE LA METHODE
Soient v € H® et Rpv € .S’f\ la solution des équations de collocation
QAS (RAU) = QASU.

On peut démontrer, (cf. [23]) que cette équation définit Rav de maniére unique, et
il existe une constante R > 0 telle que

|Rslo < R (3:28)

Si nous utilisons les propriétés de S discutées dans la section précedente, nous avons
que w est solution de (3.2) si et seulement si

I+Myw=e : (3.29)
avec M = S™1 (S —S) et e = S~1g. Les équaticns de collocation sont

QAS (I + M) wa = QAg.
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Ici, wa vérifie (3.7) si et seulement si
QaSwa = QaS (e~ Mus) = QaARa (¢ ~ Mus),
et en vertu de la définition de Ra, ceci est équivalent a
wa = Ra (e — Mwa). (3.30)

Dans la section précédente, nous avons fait une analyse de la décomposition de M
sous la forme

M=A"YS~S)=B+E, (3.31)
avec E compact dans H? et B donné par le Théoréme 20.

Soient N la quantité de points sur chaque coté, A = max;{(1/N)%} et i* € N qui
vérifie i* < N . Soit T%"* I'opérateur troncature défini dans (3.9) avec 7 = i*h. Nous
définissons

§Th =S54 (§ = S)T,

et, & la place de (3.7), nous considérons une méthode plus générale,
QaS" " wa = Qag. (3.32)

Si ¢* = 0, alors (3.32) est équivalent & (3.7). Sinon, (3.32) peut donner (3.7) par un
petit changement dans la matrice des coefficients du systéme linéaire correspondant
3 (3.32).

En imitant Pobtention de (3.30) & partir de (3.7), on peut montrer que (3.32) est

équivalent & ’
(I + RaM*"*) wa = Rae, (3.33)

avec . . : ,
M¥h = §71 (8~ S) T, (3.34)

La stabilité de (3.32) s’obtient & I’aide du résultat suivant.
LEMME 34. Pour chaque ¢ > 0, il existe 1* > 1 indépendant de N tel que
0 = o) a7 <,

. pour tout N suffisamment grand.

DEMONSTRATION. De (3.34) et (3.31), nous avons
M = (B+E)T"" (3.35)

Une expansion de B en termes d’opérateurs locaux de convolution de Mellin au
voisinage de chaque sommet est donnée par le Théoréme 20. Si nous utilisons des
fonctions de troncature de classe C™, périodiques, & support compact dans (S; —
€, 5; + €) comme dans la démonstration du Théoréme 20, nous avons

M
B=Y 4;Bj;+E,

j=1
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avec E compact. Le noyau de ¢, Bj; est maintenant regulier dans la region [—m, 7]
[—m, 7]\ {(S},S;)}. Si on remplace dans (3.35), on obtient

M

Mt = [Z ¥, By, + E} Tk,

=1

Comme ||T”‘“ o =1 et comme Ra — I ponctuellement dans H° on a
|(I = Ra)ET™"||, 0, siN — oo

Donc, la démonstration sera compléte si nous pouvons montrer que, pour tout j et
pour tout € > 0, il existe ¢* > 1 indépendant de N tel que

17 ~ Ra) b, B, Ty < & (3.36)

pour N suffisamment grand.
Il en résulte que si f est un fonction 2w -penodlque dans [—n, 7], alors il existe

Qf € Sk tel que

1F = Qfllo sy € CMfllosinsinnyr  f €H™ (3.37)
De [23] (Théoréme 2.15), nous avons la propriété d’approximation ‘
17— Qf“f) (si,841) < Ch ”Df”o W(Si+1—k:8i4k) i f € H. - (3:38)

Dés lors, en vertu de la relation Rava = va valable pour tout va € .S”c et en
utilisant (3.28), nous avons

I = Ra) B, T ||, < C Il — Q) ¢, B, T ||y,  sive H.  (3.39)

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que S; = 0, que N est suffisam-
ment grand et que ¢*h < €. Nous introduisons la notation

A = {i:84% < —hou sy = h},
N = U{{Si,3i+1] RS A} !
Dans ces conditions, (3.38) implique
”(I - Qa) (prB‘-’wai‘hv)“O,Q <Ch “D (’/’ZBWeTi‘h”) ”0,[—e,e]\[—h,h] ? (3.40)

ot C dépend de k mais ne dépend pas de h. Maintenant, nous choisissons p € (0,1/2).
Pour s € [h, €] nous avons

—i*h

k
oussam o) < oz | [[|(5) |5
i d - 4+ (s lv(o)l
v/ (%) o ()| = 4
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De ceci, en calculant les dérivées du coté droit et en utilisant la majoration lollo < 1,
nous avons, pour s € (h, ¢, ‘

|(DweBeeT" ™) ()]

<€ mae [ ([P ()] lo (o)l + D" ()| o ()] 77 de
i*h

= 0 max 57 [ (2)7 1D (2) o (=) + [ ()] o @)l] o7 der
i .~h

€
,
< Cs'l“’j/ {lwi—g) + wio)i} o’ do

i*h

1
< Cs™ie ()R
(3.41)
Si nous utilisons une majoration du méme type pour s € [—¢, —h], et si nous intégrons
(3.41) sur [—¢, €]\ [—h, h}, nous obtenons

1

h”Dwﬁﬁmewmkﬂ¢pwﬂSCh[/sﬂﬁﬂk} [@n )t = o [ay )

h

i
2

, (3.42)
Si nous remplagons (3.42) dans (3.40), nous avons

(1= Q) (BT ™) <CEY2 (343)

Ceci nous donne un estimation de la norme du coté droit de (3.39) sur Q C [—m, 7.
Pour le reste de la norme, nous utilisons (3.37), .

17 = @) BBt T ™) g apa S CNWBAT ) gy (B4

avec pr, = (2k — 1) h. Maintenant, si s € [0,pn] et N est suffisamment grand, nous
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avons

!(szﬂﬁeT#hU) (5)|

o —h
<C [/ 7 (-:S;)I@da—f / |be_(%,)}l~v—(;jda}

~c [ [ @I+ b () 2

—€

—i*h

=cs [ (2) 16 @l o+ i (@) or-ido

€

—i*h
<Cs / v (=0)] + v (0)]] 0o

—€

Pbur p € (0,1/2). Il s’ensuit, comme dans (3.41), que
|(@eBepT™) (s)| < Os™ [(*h)*']* .
Par conséquent,

(2k—1)h

“’weBéd)ZTi'hv”O,[O,PA] <C [ /

s"'z”ds} @Ry TI<CRE™ "Ry =C ()75
0

(3.45)
Une majoration du méme type existe dans [—py, 0]. Finalement, si nous remplagons
(3.45) dans (3.44), nous prouvons (3.36) a l'aide de (3.43). ]

DEMONSTRATION DU THEOREME 19. Il découle de la Remarque 24 que si ¢* est
fixé, alors I'opérateur de section finie I + M¥™* = [ + S~ (S — S)T*" est inversible
pour N suffisamment grand, et il a un inverse qui est borné indépendamment de N.
En vertu de I'égalité '

I+ RaM™" = (I + M™*) — (I = Ra) M™",

le Lemme 34 prouve qu'il existe i* fixe tel que pour tout N suffisamment grand,
(I + RaM™)™" existe et

i+ ey, <
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avec C indépendant de N. Donc, & partir de (3.29) et (3.33), nous avons

(I + RaM¥?) ™! (w+ RaMi™w — Rae)

w - wa

(I + RaM¥*) ™ [(w ~ Raw) + Ra (M*™* — M) w].

Et, si nous utilisons le fait que K est inversible, nous obtenons

lw—wal, < C{lw— Rawly+ A (K = Al (T = I) ]|}

AN

C {llw = Rawlly + || (I - T**) wl|,} (3.46)

IA

C {llw = wally + | (T = T wllo},
pour vp € Sﬁ {(dans la derniére inégalité, nous avons utilisé le fait que Rava = va et

(3.28). Du chapitre précédent, nous savons que w s’écrit sous la forme w = w; + wy

s — M-1_4 -
avecw € He et wa € L, = U,y ef, Uey,

Maintenant, si on prend v(Al) qui satisfait a la propriété d’approximation usuelle
pour les splines réguliers (Propriété d’Approximation PA (k + 1/2)), il vient
le - vg”“O < ) N~ . (3.47)
Pour w,, nous avons les résultats de la Section 2.7:
”w2 - v(j)“() < Gy N-(+D), © (3.48)
si aucun w; n'appartient & £ et

”’ll)z - v‘j’“o < C, N~*+) 1og N (3.49)

lorsqu’un des w; appartient & £.
Pour le deuxiéme terme, on a

i*h *N—¢
|| (I — Ti"h) w“i — / l,w (t)|2 dt S / t2°‘°dt — ON—q(2ao+1) S CN-(/.;H)”
Y 0

Ce dernier résultat, utilisé avec (3.47), (3‘48), (3.49) et (3.46), nous donne le résultat
désiré. ]
REMERCIEMENTS: L'auteur tient & remercier toutes les personnes de I'Institut de
Mathématique de 1'Université de Lidge qui I'ont encadré et soutenu tout au long de
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