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Abstract

One examines the problem of the convective instability in a horizontal [ayer of a
conductive fluid submitted to a horizontal magnetic field and heated from below. The upper
surface of the fluid is subject to a temperature-dependent surface tension. The originatity of
the present work is the orientation of the magnetic fluid which is usually assumed to be
normal to the fluid layer and the coupling between both buoyancy (Bénard problem) and
surfa.cg, te;ésion (Marangoni problem) effects. Only infinitesimaily smatl disturbances are
considered,
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1, INTRODUCTION

On considare une mince couche de fluide électriquement conductrice
disposée horizontalement et soumise & un champ magnétique H uniforme dans la direction

horizontale. 1'épaisseur du fluide est d et ses dimensions latérales sont supposées infiniment

grandes par rapport A 'épaisseur, On applique une différence de température AT entre les
Jeux surfaces horizontales du fluide, en chauffant uniformément par Ja surface inférieure,

Dés que AT dépasse une valeur critique AT © on observe un mouvement de convection avec
une vitesse i . '

Le caracre original du présent travail réside dans P'orientation du champ magnétique.
Les travaux antérieurs concement en effet le probléme d'un champ magnétique dans une
direction verticale [1], ou Iégtrement incliné par rapport  la verticale {2,3). En outre, on
examine le probiéme du couplage entre les effets de gravité et de tension superficielle
(problzme de Bénard-Marangoni) alors que la plupart des articles sont relanfs aux problémes
découplés : soit celui de Bénard [2], soit celui de Marangoni [4,51.

L* analyse est limitée & de petites perturbations infinitésimales de temperature et de
vitesse, ce qui nous autorise & linéariser les éguations de champ.

" Présenté par G. Lebon, le 19 décembre 1 991
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2, FORMULATION DU PROBLEME

Dans l'approximation de Boussinesq, les équations linearisées gouvernant les

perturbations h,, w ¢t 9, du champ magnétique, de Ja vitesse verticale et de la température
sont données par [2] :

dh 2 ow
KZ:’T]V hz+Hja—xj )
2 2 2 2

BVgtw = goz(a—e + a—e) +v Vi +ilp Hj 9V h,

o oy ax; @
%9 = Bw+ 7y V70

3

ol P estilamasse spécifique du fluide donnée par
p=pol1 - a(T-To)] (@)

o est fe coefficient d'expansient thermique, Po 1a masse spécifique A la température de
référence Ty, v la viscosité cinématique, X la diffusivité thermique, g la gravité, 1 Ia

résistivité, )L In perméabilité et B le gradient de température constant observé dans 1'état de
référence de repos, on fait aussi 'hypothese de sommation sur les indices répétés, x et y sont

2 .
les coordonnées horizontales et V™ P'opérateur Laplacien.

Le champ magnétique Hest supposé horizontale et orienté lc long de 1'axe unitaire €5 :
H=HE _ &)
Le probléme étant de nature linéaire, ta solution des équations (1)-(3) peut toujours

s'exprimer en fonction de modes normaux,

Supposens que les perturbations sont caractérisées par un nombre d'onde hoerizontal k
faisant 'angle ¢ avec H de sorte que:

ﬁ.E=HkCOS(p (6)
On peut alors écrire:
(w,0,hy) = (W(2),8(2),K(2)) exp [i(kxx + kyy) + pt] )
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o Wi@),8(7) et K2 désignent les amlitudes des perturbations et p une constante qui peut étre
complexe. En vue de rendre les équations adimensionnelles, on utilise les échelles suivantes:

Z =7/d,a = kd, 6 = pd*v, py = Vi et p2=V/n ®)
Substituant (7) dans les équations de bilan (1)-(3}, on obtient pour les amplitudes

W .0 et K les équations suivantes :

iHacos( d
2420 N enishahvich St
(D2 - a2 - py0) K - W ©
d, 242 ~
(Dz-az)(DZ-az-o)W+i;—v1Hac03(p(D2-az)K-—-g—aa\—’ie (10)
~ dZ
(Dz-az-p10)9=-|37-*w (an

X

D=4
oit on a posé iz

Examinons 3 présent les conditions requises pour obtenir la stabilité marginale, qui
correspond & Re o =Imo=0[2].
Dans un travail soumis A publication nous avons moniré que le principe d'échange de stabilit¢

est valide dans le cas ofl pz < py (¥ <T), ce qui correspond aux conditions de travail
habituelles,

On obtient, aprés élimination de K entre les deux équations (9) et (10),

(D% - 22> W + Qa2 cos¢p? W =Ra a2 ® 12)

(D-ad) @ =-W (13)

olt Q, @ et Ra (nombre de Rayleigh) sont les nombres sans dimensions snivant :

Q = pHd%pvn, @ = ;(/dea et Ra=agpdivy (14)
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3. ETUDE DU PROBLEME DANS DEUX CAS PARTICULIERS

3.1, Cas de deux surfaces horizontales libres et parfaitement conductrices de la chaleur,

Les conditions aux limites sont
W=0=DW-=0 en Z=0et Z=1 (15)
En combinant (12) et (13) pour éliminer & on obtient

(D?-32) [(D? - a2)® + Q 4% cos?] W = -Ra a2 W (16)

La méthode de résolution consiste 3 multiplier (16) par W et d intégrer de 0 & 1, il vient :

f [D3W)2+3a2(D2W) -+ (3a%+Qa2c0s02) (DW)? + (as+QalcosoHW?] dZ
Ra = 2 : a7
a2 f W2 dz

La solution générale de (16) qui satisfait aux conditions limites (15) est de la forme :
W=AsinnZ (18)

En substituant cete solution dans lexpression {17) de Ra , on trouve

2 2
Ra = {(n? + a2)° + QaZcos¢?) @ (19)
On constate gue Ra atteint sa valeur critique Ra,, ¢'est-3-dire sa valeur minimum quand
1'égalité suivante est vérifiée :
2 X3 +3 X% = 1- QX2 cosg? 20
ol an a posé ;
2 Q

Xo= k y Ql =

*n n2 @1)

L'indice ¢ indique que la solution se rapporte & 1'état critique. La substitution de la valeur
critique X (ou a,) dans {19) donne 1a valeur de Ra critique.
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On remarque d' aprés les expressions (19) et (20} que Rag et X varient périodiquement
en fonction de ¢ : pour ¢ = K7 , Ra, est maximum et X est minimum; pour
¢ = (2k + 1) 7/2, Ra est minimum et X est maximum,

On observe (voir tableau 1) que si ¢ # (2k + 1) /2, Rag croit tandis que X décroit en
fonction de Q1 ce qui indique que te champ magnétique joue un rdle stabilisant,
Les résultats indiquent que si on chauffe le fluide par le bas, les modes pour lesquels les

cellules ont un nombre d'onde normat au champ magnétique sont les plus instable, c'est donc
ce type de cellules qui sera observé plutdt que celui pour lequel e nombre d'onde est paratigle

au champ magnétique.

On remarque aussi que pour des grandes valeurs de Qy et pour ¢ # 2k + 1) /2, il vient
d'apres (19) et (20,

X, = —_l
+ Qcos? @2

(1 + Xo) Qicosg? (23)

n

Rag

Tableau }

Nombre de Rayleigh et nombre d'onde critiques pour deux surfaces libres en fonction du
champ magnétique.

3 ~Rag -9
Xc—nZ’ Raje= TC4 ) Qi—‘ftz
Q1 20 100 200 800
(P Xc Ralc Xc Ralc Xc Ra fc Xc Ralc

0 021 33| 01 123{ 007 231 (0,04 360

n/4 027 20 | 014 65 {01 1206 {005 431

nf2 65 6705 675 05 675005 67
/4 {027 20 |014 66 |01 120 {005 431

L3 021 33 |01 123 1 0,07 231 0,04 360
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3.2. Surface inférieure rigide et parfaitement conductrice de la chaleur, surface supérieure

soumise @ une tension de surface E,(’r) et isolée thermiquement,

Les équations de base sont les mémes que dans le paragraphe précédent, seules les
conditions aux limites sont modifiées, Au lieu de (15), on a maitenant :

W=0=DW=0 en Z=0 (a.24)

W =D® =0 et DW = .Ma ab en Z=1 (b.24)

Ma est te nombre de Marangoni défini par [5,6]

& pa?
Ma=-——
pvX @5)

On vérifie que le principe variationnel ci-dessous

§T=0 (26)

avec
1
J= [ {R—Lf (@2W) + 2a2(DW)? + a2(a2 + Q cosg?) WD) + DY + a20? - 2Wd) dZ
o aa

Ma (=
+2Ra {DDW}zs @7

posstde comme équations d'Euler-Lagrange les équations du probléme, Le "~ surmontant &
signifie que cette quantité est gelée au cours du processus de variation. Ici on ne peut pas

écrire un vrai principe variationnel car le probl2me est non auto-adjoint.

Comume au paragraphe précedent le probigme posé par les équations de base est un

probleme aux valeurs propres. En vue de le résoudre, recherchons pour W et @ des solutions
approchées de la forme

W =AW, avec W =72(1-7% (28)
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®=Bb; ot D=BD  avecd =Z(1-7Z/2) 29)

A et B sont des constantes inconnues, B ne sera pas considéré comme inconnue, mais sera
identifi€ A B A l'issue des opérations d'extrémalisation 7).

Puisque J est extremum, on doit avoir

—=0 et =—=0 (30)

ce qui conduit 2 deux équations en les deux inconnucs AetB.

On vérifie que la solution du probléme posé par (30) est non triviale A la condition que :

=23 420 (84, 88 24 4252 7y 8 1114 2 g2 '
Ma 420Ra+23a2{5 +105a + a%(a +Qcos{p)315}{3+15a} (31)

On remarque que, pour Ra fixé, Ma atteint son minimum pour une valeur du nombre d'onde
o, = a vérifiant 'égalité suivante

8 43,4302 y2_91..4 0 2
395 0% * o765 O = 21 335 Q06 COSP (32

On déduit que pour Ra fixéet o # 2k + 1) =72, Ma; croit en fonction de Q et O décroit en
fonction de Q. Comime au paragraphe précédent, Mag et ot varient périodiquement en
fonction de @ : pour ¢ =k7T, Ma, passe par un maximum, ¢, passe par un minimum, pour ¢
= (2k + 1) /2, Ma, passe par un minimum, Cic Passe par u maximum.

Nous avons représenté sur a figure 1 les courbes Ma. en fonction de Ra,, pour diverses
valeurs Q du champs magnétique. Pour Q=0, on retrouve la droite de Nield [6] tandis que
pour des valeurs croissantes dc Q, les courbes restent des droites du moins pour des valeurs
de Ra, inféricures 3 200, Nous n'avons pas poussé les investigations plus loin car U'extréme
simplicité des fonctions d'essai ne permet plus d’obienir des résultats significatifs.
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Fig. 1. Nombre de Marangoni critique en fonction du nombre de Rayleigh
pour différentes valeurs de Q 1 p=(),

4. CONCLUSIONS

L'¢tude de I'influence du champ magnétique horizontal sur l'instabilité thermoconvective
de Bénard-Marangoni montre que ie nombre de Marangoni critigue croft avec 'intensité du
champ magnétique, tandis que le nombre d'onde critique décroit en fonction de celui-ci.

On observe aussi une dépendence périodique du nombre de Marangoni critique et du
nombre d'onde critique en fonction de I'orientation du nombre d'onde par rapport A la
direction du champ magnétique. Rappelons que dans les émdes antérieures refatives aux
problémes particuliers d'un nombre de Marangoni nul {2], et d'un nombre de Rayleigh nul
{4] , avec un champ magnétique vertical, ont mis en évidence une dépendance croissante du
nombre de Rayleigh(ou Marangoni) critique et du nombre d'onde critique en fonction du
champ magnétique.

Dans cet article, on a choisi des fonctions d'essai tr2s simples pour les amplitudes de la
vitesse et de la température, ceci nous a permis d'obtenir une idée du comportement qualitatif
du nombre de Marangoni critique et du nombre d'onde critique en nous basant sur une
approche purement  analytique. Une éwde plus approfondie du problzme considérant un
champ magnétique incliné par rapport 2 la verticale et des fonctions d'essai plus compliquées
est en cours.
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