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SUR DES CONGRUENCES D'UN ENSEMBLE ORDONNE.
APPLICATION A I’ETUDE DU LATTIS
DES SOUS-ALGEBRES D’UN DEMI-LATTIS
DE BROUWER FINI

par L. VRANCKEN-MAWET

SUMMARY

In this paper, we investigate the subalgebra lattice of a finite Brouwerian semi-
lattice. . Among other things, we prove that this lattice is always atomistic, lower semi-
modular and sectionally complemented. We also characterize those finite Brouwerian
semilattices whose subalgebra lattice is dually atomistic, relatively complemented,
modular, semimodular, Boolean, distributive or unicomplemented.

To achieve these results, we use the duality studied by Kohler between finite Brou-
werian semilattices and finite posets.

INTRODUCTION

Le but de ce travail est d’étudier le lattis des sous-algébres d’un demi-lattis
de Brouwer fini. La méthode utilisée est basée sur une dualité établie par Kohler
dans [3] pour la catégorie des demi-lattis de Brouwer finis. La catégorie duale admet
pour objets les ensembles ordonnés finis et pour morphismes des applications par-
tielles (c’est-a-dire des fonctions) satisfaisant certaines propriétés supplémen-
taires ([3]), c¢’est pourquoi nous consacrons le chapitre 1 & I'étude de congruences
que nous introduisons sur tout ensemble ordonné X. Nous donnons une structure
d’ordre & Pensemble Con(X) des congruences de X, qui l'érige en lattis complet.

. Dans le chapitre 2, nous caractérisons les atomes et les atomes duaux de Con(X).
Nous en établissons le caractére dualement atomistique et semi-modulaire et nous
démontrons qu’il admet toujours des sections finissantes complémentées.

Le chapitre 3 donne une caractérisation des ensembles ordonnés X dont le
lattis des congruences Con(X) est respectivement atomistique, relativement com-
plémenté, modulaire, dualement semi-modulaire, booléen, distributif ou unicom-
plémenté

Enfin, dans le quatriéme chapitre, en utilisant la dualité signalée plus haut,
nous traduisons ces résultats et obtenons des propriétés du lattis des sous-algébres
d’un demi-lattis de Brouwer fini

NOTATIONS GENERALES

Comme d’habitude, nous confondons sous un méme symbole toute algébre et
son support. De méme, pour désigner un ensemble ordonné, nous écrivons souvent
X en lieu et place de ¢X, <>

Présenté par L. Nollet, le 17 juin 1982.
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Les symboles U, N, —, X ont leur signification ensembliste habituelle : union,
intersection, complémentaire ou différence, produit cartésien.

Un déal d’ordre (resp. filtre d’ordre) d’un ensemble ordonné X est un sous-
ensemble de X qui contient les éléments inférieurs (resp. supérieurs) & ses éléments.
A tout élément x de X, on peut associer I'idéal (resp. le filtre) d’ordre engendré
par z. C’est 'ensemble des éléments inférieurs (resp. supérieurs) ou égaux 4 z On
le note (x] (resp. [#)). L’ensemble des éléments strictement inférieurs (resp. supé-
rieurs) & z est noté (af (resp. Jx)). L’idéal d’ordre (resp. le filtre d’ordre) engendré
par un sous-ensemble A de X et noté (A] (resp. [A)) est 'union des idéaux d’ordre
(resp. filtres d’ordre) engendrés par ses éléments

Rappelons qu’un élément z de X pour lequel il n’existe aucun élément qui lui
soit, strictement inférieur est dit minsmal. L'ensemble des éléments minimaux de X
est noté Min X.

Six et y sont des éléments de X, on dit que z est couwert par y (ou y couvre z)
lorsque 2 < y et qu’il n’existe aucun élément strictement compris entre z et y,
ce que l'on note z < 4.

L’algébre de Boole & k& atomes (k€ IN) est notée 2%

Rappelons ([1]) en outre que la somme ordinale X Y de deux ensembles
ordonnés disjoints X et Y est I'ensemble X U Y sur lequel on définit la structure
d’ordre suivante : lorsque ze€ X (resp. z€Y) et ye X (resp. ycY), le symbole
% < y garde la méme signification que dans X (resp. Y). De plus, on a z < y, pour
tout 2 € X et pour tout yeY.

Si X et Xy sont des ensembles ordonnés, nous serons amenés & considérer des
applications partielles « de X; vers X,. L’ensemble des éléments de X; ol « est
défini est noté dom «. De méme, si X est un ensemble ordonné, nous étudierons
certaines équivalences définies sur une partie Y de X. Lorsque le domaine Y d’une
telle équivalence est différent de X, nous le notons en indice. Ainsi Oy désigne un
élément du lattis des équivalences Eq(Y) définies sur la partie Y de X. Une classe
de V’équivalence Gy est appelée Oy-classe. De plus, nous écrivons souvent z v ¢ au
lieu de (z,f) €0y

Si Oy est un élément de Eq(Y)(Y c X) et Z, une partie de Y, nous utilisons la
notation Oy | z pour désigner Oy N (Z x Z). Une telle partie Z est dite Oy-saturée
lorsqu’elle est une union de By-classes

Le supremum dans Eq(Y) (Y c X) de deux équivalences Oy et oy est noté
Oy Veqay@y- Si Y = X, on peut omettre I'indice Y.

Un dems-lattis de Browwer A = (A, A, *, 1> est un demi-lattis (A, A, 1 (néces-
sairement distributif) sur lequel on définit une opération binaire % qui, au couple
(%, y) associe le pseudo-complément relatif de x par rapport & y, noté = % y et qui
se définit comme suit :

AT K Y <>z < x %y, pour tout z€ A,

CONGRUENCES SUR UN ENSEMBLE ORDONNE (X, <)

Si X et Xy sont deux ensembles ordonnés, Kohler ([3], p. 20) appelle morphisme
de X; vers Xy toute application partielle « de X3 vers Xo satisfaisant ’égalité

(* ((z[ N dom @) = ([, pour tout ze€ dom «.
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Cette notion de morphisme permet d’introduire celle de congruence sur un
ensemble ordonné X.

Une équivalence Oy définie sur une partie Y de X est appelée congruence sur X
si et seulement si I’ensemble quotient Y /0y peut étre muni (de fagon nécessairement
unique) d’une structure ordonnée telle que la fonction canonique surjective
X =Y /0y soit un morphisme.

En fait, si Cy et Cp sont des éléments de Y /Oy, on a C; < C; si et seulement
s'il existe x € Cy, y € Ca tels que z < ». Dés lors, on voit que les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’une équivalence Oy soit une congruence sont les suivantes :

(i) pour tout peY,qeY,reY, si p < ¢g07, alors il existe s&€Y tel que
pls <y,

(ii) les Oy-classes sont des antichaines.

Pour définir une structure d’ordre sur l’ensemble Con(X) des congruences
sur X, considérons des congruences (‘)y1 et Oy,. Soit R la relation définie par
a) YoC Yy et Y1 est Oy -saturé,
6y ROy, si et seulement si ) YacXa ! b
b) 6Y1 i Y, Ceyzﬂ
On vérifie sans peine que R est une relation d’ordie; nous la noterons <.

11, TakorEME. Soit X un ensemble ordonné. Si Oy, e Oy, sont des éléments de
Con(X) et si nous désignons por m™ (7esp o) le mmpkwme canonique surjectif
X—=Yi/ GY (resp. X — Yo [ Ov,), on a Oy, < Oy, st et seulement sil existe un mor-
phisme swyectw‘ unique b : Y1/ GY — Ysa/ ey tel que mh = ws.

Démonstration. Si 6y Ovy,, il suffit de montrer que lapphca‘mon partielle A
dont le domaine est {z %, xeYz} et qui se définit par & Yih = 2% pour tout

2Yiedom h, est un morphisme surjectif & : Y1 /0y, = Yz /Oy, tel que mih = mo.
L unicité d’un tel morphisme est d’ailleurs évidente Inversement s’il existe un
morphisme % de Yy / ey dans Yy /Oy, tel que mih = 7a, 'égalité des domaines de
mh et de ma impose que *la condition a) soit vérifiée. Dés lors, sur Ya, si 20vy, on
a amh = ymh et done 20v,y, d’olt la conclusion.

1.2. REMARQUES.

I. La congruence o est le maximum de Con(X).

IT. L’identité sur toute partie Y de X est une congruence notée wy. En par-
ticulier, wx (ou w) est le minimum de Con(X).

III. I’équivalence universelle sur une partie Y de X est une congruence si et
seulement si Y est une antichaine. Elle est notée vy.

IV. Si p, ¢ sont des éléments de X, nous noterons 0, , 1'équivalence sur X
engendrée par {p, ¢} On vérifie sans peine que 6, , € Con(X) si et seulement si

(p[ = (gl

13. LemMmE. Soit & = (Oy; | 1€ 1) une famille de congruences sur X. Soit &
Vensemble ordonné par inclusion des parties U de N {Y; | 1€ 1} qui sont
I) Oy;-saturées, pour tout i€ 1 et telles que

II) Pégquivalence v oqcpy {Ov; |2 € 1} admet pour classes des antichaines.
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Alors le supremum dans Con(X) de la fomille F existe et vout

Veque (0% | ug | Bvie F 1.

Démonstration. «) On vérifie sans peine que 1’équivalence de domaine U

Vequ) 0vi | vl 0v; € F}
est une congruence, pour tout Ue Z.

B) 11 est évident que ¥ n’est pas vide puisque @ € 4. De plus, UF ¥, En
effet, U & est une partie de N {¥; |7 I}, qui, pour tout ¢ €I est Hy;saturée. Si
la relation |

V eq(u®) {eYi | vy i eYieg’.}

contenait un couple (x, ) tel que # < y, il existerait une suite finie g = x, 1, ..., Ty
telle que ;

v 20(0vs, | ug) 21 20 (Ove, | Lo)Ys
iz €1 pour tout k =0, ..., .

Or, si x =20eUpe ¥, comme Uy est Oy,-k—saturée, il vient successivement
2,6 U, ..,z € Up, ye Up avec x < y, ce qui est impossible vu la condition II)

imposée & Ug.

v) Comme on a

Oy € Vequy {0v;| v |t €I}, pour tout Ue ¥,
il reste & prouver que, si une congruence @z est supérieure ou égale a Oy;, pour tout
1€ 1, alors
0z = Vegue 0wl vl 161}

\ Or, de oz = Oy;, pour tout ¢ €I, on déduit que
1) Zcn {YX;liel},
(ii) Z est Ovy;-saturé, pour tout 7€ L.

Comme 0Ov; | zC @z, I'équivalence v,z {0v;| z|i€1} est incluse dans ¢, et
admet donc des classes qui sont des antichalnes. Ainsi Z€ % et done ZcU %.

En vertu de vy) (ii), il est évident que Z est une union de classes de la relation

Vequa 10vilugliel}.

Enfin, si (z, y) € Z x Z et §’il existe dans U & une suite finie x = @9, 21, ..., Ty
telle que
erYio 21 ... Zg Oyin Yyl €1 pour tout k=0, ..., n),
de v) (i), on déduit successivement 1€ Z, ..., 2, € Z et donc zpzx1 ... Tpezy dol

il vient zozy, ce qui permet de conclure.

14. Tutorkme. Muni de la structure d’ordre susdite, U'ensemble Con(X) des
congruences d’un ensemble ordonné X est un lattis complet

Démonstration. Comme Con(X) admet un élément minimum w, il suffit d’utiliser
le lemme 1.3 pour conclure.
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1.5. RemarQUE. Nous n’avons pas obtenu de description générale de I'infimum
d’une famille # = {By;| i1} de congruences sur X. On voit néanmoins que son
domaine est toujours U {Y; |4 I}. En effet, soit o5 = A {0y;| t€1} De oy £ Oy,
pour tout ¢ €I, on déduit que

U{Y;liel}cZ

De plus, comme oy jiery < 0y;, pour tout i €1, on a Ouyliery S ¢z ot done
ZcuU {Y;|tel}, d’ol la conclusion.

- 1.6. TukorEME. Si Oy est une congruence sur un ensemble ordonné X, il existe
un, isomorphisme entre Con(Y [Oy) et le lattis des congruences sur X qui sont supé-
rieures ou égales o Ov.

Démonstration. Il suffit d’associer & chaque congruence ¢y supérieure ou égale
& Oy 'équivalence @*,+ dont le domaine Z* est I'ensemble des Oy-classes incluses
dans Z et que 'on définit comme suit : pour tout C; € Z*, pour tout Ca € Z*, on a
Cro*,+0; si et seulement 8’1l existe x € Cy, y € Gy tels que zozy.

On vérifie sans peine que ©*, est une congruence de Y/0y et que I'application
Qg —> ¢y est bijective.

Pour prouver qu’elle est isotone, considérons deux congruences ¢z et ar telles
que Oy < @z < ap. Il vient

Z* = dom ¢*, = {2 ¥ [z Y, 2" Y CZ}> {2°Y |z Y, Y c T} = T*

De plus, dés que Y e 7 — T*, on a 2’Y cZ —T et done

(@)% = (°Y | wogy} c 25 — T

. 8 6 \ (s
Enfin, si @ Yo*;« | p«y ¥, on a a0yx'¢zlmy'Oyy, ot on déduit z0va'aryOvy,
6 6 5 .
de sorte que z Yoa*p« y ¥, d’ou la conclusion.

L’application réciproque associe & toute congruence ¢ de Y /0y la congruence ¢’
supérieure ou égale & Oy définie sur U dom ¢ et telle que 2o’y si et seulement si

xecher‘. Pour démontrer qu’elle est isotone, considérons deux congruences ¢ et ¢
de Y/0y telles que ¢ < ¢. Il vient dom ¢’ = U dom ¢ c U dom ¢ = dom ¢.

De plus, si zedom ¢”— dom ¢§’, alors 2’Y € dom o —dom {, de sorte que
(:z:eY)“> Ndom{y =g et done a®’ Ndom ¢’ =@

Enfin, si x € dom ¢, y e dom § et si z¢'y, on a xecher, d’ot on déduit xqu)er
et done z'y

2. PROPRIETES DU LATTIS DES CONGRUENCES D'UN ENSEMBLE ORDONNE X

2.1. TeforEME. Les atomes de Con(X) sont les congruences 8, , de domaine X
définies en 1.2 IV) ((p[ = (q[) et les identités sur les complémentaires des singlets.

Démonstration. «) Il est évident que les congruences susdites sont alomiques
(c’est-a-dire des atomes de Con(X))

8) Démontrons que les équivalences 6, , ou (p[ = (¢[ sont les seules con-
gruences atomiques de domaine X.
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a) D’une part, toute classe d’une congruence atomique 0 de domaine X admet
au plus deux éléments. Sinon, soit C une 0-classe contenant trois éléments z, y, 2.
Comme C est une antichalne, on a x ¢ (5] U ().

L’équivalence ¢ de domaine X définie par

b=0n(yVE) X (UMY

est une congruence distincte de , incluse strictement dans 6, d’ot la conclusion.

b) D’autre part, toute congruence atomique 0 de domaine X admet une seule
classe distincte d’un singlet. Sinon, soient C;, Cz deux 6-classes distinctes d’un singlet.
Si [C)NGCe # @ eb si [Co) MOy # @, ilexiste {,ue C,z, ye Cs tels que £ < 2
et y < u Det < 20y, on déduit qu’il existe ve C; tel que t0v < y < u, ce qui
est impossible puisque C; est une antichaine

Supposons que [C1) N C; = g L’équivalence ¢ de domaine X définie par
b=0Nn(—[C) x —[C))H Vo

est une congruence distinete de w, incluse strictement dans 0 et interdit donc & 0
d’étre atomique.

¢) Soit {p, ¢} la classe & deux éléments d’une congruence atomique de do-
maine X. On a p || ¢. De z < p 0 g, on déduit = < ¢, pour tout € X, de sorte que
(p[ c(g[. De méme, on démontre que (¢ C (p[, d’olt la conclusion.

v) Les identités sur les complémentaires des singlets sont les seules congruences
atomiques dont le domaine différe de X. En effet, soit 0y un atome de Con(X)(Y 5# X).
Comme w < oy < 0y, on a 6y = wy. De plus, si — Y contient deux éléments
a et b, il vient w < wx_(4} < wy, d’olt la conclusion.

2.2. TeEOREME. Les atomes duaux de Con(X) sont les équivalences universelles
sur les antichaines de X.

Démonstration. «) Si une partie non vide Y de X est une antichaine, la con-
gruence ty est dualement atomique, sinon il existerait une congruence ¢z telle que
ty < ¢z < &. De 1y < ¢z, on déduit que la partie non vide Z de Y est vy-saturée
et donc Z = Y, ce qui interdit I'inégalité stricte 1y < oz.

B) Pour démontrer qu'une congruence dualement atomique est ’équivalence
universelle sur une antichaine, il suffit de remarquer que toute congruence ¢z{Z # &)
est inférieure ou égale & 1 ot C désigne n’'importe quelle gz-classe.

2.3. REMARQUE. La preuve du théoréme 2.2 (point ) montre en outre que
Con(X) est dualement atomique. Plus généralement, on a le théoréme suivant.

2.4. TutoriME. Con(X) est dualement atomistique.

Démonstration. Comme toute congruence Oy est inférieure ou égale aux con-
gruences dualement atomiques que sont les équivalences universelles sur chacune
de ses classes, il suffit de prouver qu’elle en est leur infimum.

Soit {C; | 4 € 1} I'ensemble des Oy-classes. Considérons une congruence or telle
que @t < i, pour tout i€l et démontrons que or < Oy. D'une part, ona Y =
U {C;|ieI}cT. De plus, si zeT—7Y, on a x& T — C;, pour tout €I et done
2*TNY = ¢ Enfin, si z et ¥ sont des éléments de Y tels que @y, il existe 1€ 1
tel que {x, y}c C; (car toute classe C; est or-saturée) et done z0yvy, d’ou la con-
clusion.
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2.5. THEOREME. Con(X) est semi-modulaire, ¢’est-a-dire pour tout Oy € Con(X),
pour tout @z € Con(X),
Oy gz <by = Ovvoz> @z
Démonstration. Si on tient compte du théoréme 1.6, il suffit de démontrer la
propriété voulue en supposant Oy Apz = o et Oy atome

Si Y =X, il existe peX,qeX tels que (p[ = (g[ et Oy = 0, , Dés lors,
quelle que soit la congruence ¢z, on a

OV oz = 04,9 | 2Veqmpn) ou
B0V ez = ¢2lz-00.0)
suivant que Z contient {p, ¢} ou non. Dans chacun des cas, la conclusion est évidente.

Si 0y = wx_(g(a€ X) et 0x_(4,3A Pz == ©, 0N & Bx_{4} < @z et donc e € Z.
Dés lors, wx(4)V 9z = Qzlz—a@z > ¢z

2.6.. DErFINiTION. Rappelons quun lattis L admettant un maximum 1 est dit
& sections finissantes complémentées ([2], p. 85) lorsque, pour tout a € L, le sous-lattis
L, défini par
Ly={rel|ag <1}
est complémenté.

2.7. TaiorEME. Con(X) admet des sections finissantes complémentées.

Démonstration. En vertu du théoréme 1.6, il suffit de prouver que Con(X) est
complémenté.

Soit Oy une congruence sur X de domaine Y et {Cy|a €I} I'ensemble des
Oy-classes. Aprés avoir choisi dans chaque Oy-classe C, un élément ay, considérons
Pensemble

, Z=—YuuU {Cy— {ax} |acT}
et. démontrons que wyz est un complément de Oy.
D’une part, il est évident que wzv 0Oy = @. En effet, le domaine de définition

de wz vy est une partie de Y N Z = U {Cy — {vu} | « € I} qui ne peut étre union
de Oy-classes que lorsqu’elle est vide

D’autre part, Uinfimum de wyg et 6y est défini sur Y U Z = X. Pour démontrer
que c’est identité, considérons une congruence or inférieure ou égale 3 Oy et & wz
et démontrons qu’elle vaut w. De or < Oy (resp. or < wgz) on déduit que Y (resp. Z)
est gr-saturé et que T' = X.

Si zory, considérons les différents cas possibles.

(i) SizeZ, alors y e Z et xopjzy c’est-d-dire zwzy ou z = y.

() Siwe—Z, onaye—2Zet {x,y}C{ax | ael} Y. De xpr|yy, on déduit
x0yy et donc z = y, d’olt la conclusion.

3. CARACTERISATION D’ENSEMBLES ORDONNES
DONT LE LATTIS DES CONGRUENCES ADMET DES PROPRIETES PARTICULIERES

3. DerivrrioN. Un lattis L est relativement complémenté lorsque, pour tout
a € L, pour tout b € L (e < b), le sous-lattis [a, b] défini par
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[@,b] = {xel|a < x < b}
est compléments.

3.2. TutorkME. Soit X un ensemble ordonné. Alors les trovs propositions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) Pour tout xe X, pour tout y € X : z || y implique (2] = (y[.
(ii) Con(X) est atomistique.
(iii) Con(X) est relativement complémenté.

Démonstration. (i) = (il). D’une part, on montre facilement que, sous la con-
dition (i), Con(X) est atomique. En effet, si 0 est une congruence de domaine X et
si x et y sont des éléments distinets de X tels que 0y, on a z || y et done ([ = (y[.
Des lors, f,,, est une congruence atomique inférieure ou égale a 6.

Si Oy est une congruence de domaine Y différent de X et si a € — Y, il vient
wx—(q3 < Oy, d’olt la conclusion.

Pour démontrer que, sous cette condition, Con(X) est atomistique, considérons
une congruence Oy. Les atomes inférieurs & Oy s’écrivent

a) O,p avee (p[ = (g, {p, ¢} c—Y ou ({p, ¢; C Y et pbyg),
b) wx (4 avecae—Y.

Afin de démontrer que le supremum de ces congruences atomigques vaut Oy,
considérons une congruence ¢ supérieure a chacune d’elles et démontrons que
ot > Oy '

De ¢r > ©x-(), pour tout a € — Y, on déduit que Tc Y. Lorsque z€ Y — T,
onazNT = g, sinon il existe y e T N Y tel que z Oy y. Or, 0, est une con-
sruence atomique inférieure & Oy de sorte que T ne peut contenir y sans contenir .

Enfin,size T,y e T et 20yy, il vient 28, | 1y et donc zqmy d’oli la conclusion.

(ii) = (i). Supposons Con(X) atomistique. Si la condition (i) n’est pas vérifiée,
il existe ze X, y € X tels que x || y et 0, ¢ Con(X). De plus, les atomes inférieurs
a la congruence i, sont les identités sur les complémentaires des singlets {a},
pour tout @ € — {z, y}, et les équivalences de domaine X engendrées par les paires
{p, q} telles que (p[ = (g[ et {z, ¥} N {p, ¢} = @. Or, leur supremum

A4 {C‘)X—{t} I te— {x’ y}}v v {e(p,q) | (p[ = (Q[’ {x? ?/} N {p> Q} = Q}
vaut
Opyy VV {e(p,q) [pl = (g {= v} O {p, 9} =2},
c’est-a-dire w,,, et non i, 1, ce qui contredit I'atomisticité de Con(X).

(i) = (iii). Soit Oy & Con(X). On remarque aisément que, lorsque X satisfait
4 la condition (i), il en est de méme pour Pensemble quotient Y/0y. Dés lors, en
vertu du théoréme 1.6, il suffit de prouver que, sous la condition (i), si «r et @z sont
des éléments de Con(X) tels que w < arp < ¢z, il existe une congruence Sy telle
que ar ARy = » et arvBu = ¢z

Aprés avoir choisi dans chaque ar-classe 2T, un élément (2*T)y, appelons V
la partie de T définie par

V=uU {87 — {(27),} |2 T — Z}.
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Soit By la congruence de domaine U = — T U Z U V définie par
Bu = w-rA V{0, oD, |zl c€Z, yeZ et zpzy} Awy.

Comme on a (2%T),@z(y*T),, il est évident, en vertu de la condition (i) que
("D, *y,) | 7 est une congruence. De plus, comme

Veqz O™, 0", |zl 2€Z, yeZ et xpzy}C oz,
cette équivalence admet des classes convexes qui sont des antichaines et représente
ainsi le supremum dans Con(X) des congruences 8%y, *T),)l; considérées.
Pour montrer que By est un complément de ar dans {64 € Con(X) |0 < @z}
il reste & prouver les deux égalités arvPy = ¢z et arAfu = .
o) II est évident que By < ¢z car Zc U et Z est By-saturé. De plus,
Bulz = Veu (0™ ,.0™D,) | 2 | 202y} C 02

Si une congruence 0 est supérieure ou égale & ay et & By, on déduit que
AcTNU=ZUYV. Or, ¢l existe y dans A—Z, alors yeV et (y*1) € —V N
—ZCc—A, ce qui empéche A d’8tre ap-saturé et interdit l'inégalité ar < 04
Ainsi AcZ.

Soit x € Z — A. Pour montrer que zozy implique y € — A, deux cas sont &
considérer.

(i) ‘Lorsque zaty, on a y € — A puisque ar < 04.

(if) Sinon,

2T (2%T )40 (27T, (*Ty ) (YOT) ey
et done,
21 (€T3 U (Y1) 1Y

ce qui impose successivement

(x%T)y € — A, (yoT) €— A,y — A

Enfin, pour démontrer I'inclusion ¢z|a C 04, considérons un élément (z, y) de ozla.
Si 2ary, on déduit 20,y de l'inégalité ar < 04. Sinon il vient

2oup(@%T)5 0 ((@*Ty, o™y, (Y*T)s0rry
ou encore 2ap(¥*T)LPu(y*T)sory, de sorte que x0a(2oT),04(y*T) 04y et done abay

B) Pour prouver que ar APy = w, il suffit de montrer que toute congruence
inférieure ou égale & la fois & ar et Py est nécessairement 'identité sur X. Soit 04,
une telle congruence. De 04 < ar et 04 < By, on déduit que A=TU U =X,
De plus, si (z, y) €04, plusieurs cas sont & considérer.

a) Lorsque x€ —Tc U et donc y€ — T, on a 2By | 1ty et done xw_ry, ¢’est-
a-dire z = y.

b) SizeT et donec ye T, on a zaqy. Lorsque z € Z et done y € Z (car 04 < ¢3z),
il vient 2Bv|zy, ce qui est impossible si x # y, vu la définition de By sur Z. Lorsque
ze—ZNT, onaye—ZNT. Si(@*), = (y*1), différe de x et de y, alors zfy|vy
et donc x = y. Le cas ol (2%T), = x et (x¥T)y # ¥ est & rejeter car il impose x ¢ U
et y€ U et empéche U d’étre 04-saturé.

(iii) = (i). Si la condition (i) n’est pas vérifide, il existe xe X, ye X,2zeX
tels que z|ly,z < 2 et z<4y Si Oy est un complément de «y,,, dans
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{0z € Con(X) | (sy.) S 9z < 1y}, on vérifie facilement que Y = {z,y,2} et
0% | (597 = Yayy» C& qui est impossible.

Pour étudier la modularité de Con(X), nous avons besoin des deux lemmes
suivants.

3.3 LEmME. Soit X un ensemble ordonnéd. Si Con (X) est modulaire, alorsX
satisfait a la condition

() allbetallc = b=-c, pour tout a € X, pour tout b € X, pour tout cc X,

Démonstration. Soit Con(X) modulaire. Pour prouver que la condition (y) est
nécessaire, supposons qu’il existe ae X, be X, ce X tels que a || b, a || c et b # ¢.

Considérons les congruences i, y:, g,y ©y4p)r ©(ap,e) Comme Ofgpy < Yapy il vient

Ofap}V (Yaer Aapy) = (Opap)V a0y Abap}
et done @gpVWrgpey = @ Algp) OU €NCOTE Wgy = L,y ce qui est impossible.

3.4, LemmEe. Soit X un ensemble ordonné satisfaisant & la condition (4) du
lemme 3.3. Alors

(i) le supremum dans Con(X) de deux congruences ar et By admet comme domaine
U=TNY—{zeTNY{2w¢TNY ou 2y ¢ TN Y}
et se définit de la maniére susvante, pour tout x € U, pour tout y € U.
z(ar vBy)y st el seulement si xaty ou xByy.

(i) Vinfimum dans Con{X) de deux congruences ap e By a powr domaine T U'Y
et se définit comme swit ; xlar ARY)y st ef seulement si

xary e {@,yycT—Y
ou 2Bvy e {x,y}cY—T
ou xoxy et 2Bvy et {xz,y}cYNT.

Démonstration, Pour démontrer la proposition (i), considérons deux congruences
ar et By. Compte tenu de (), toute classe de congruence admet au plus deux ¢lé-
ments et si vary et ¥Byz avec x # y et & # 2, alors y = 2.

L’ensemble U déerit dans 'énoncé est union de ap-classes (et done de PBy-
classes). En effet, supposons qu’il existe ze U, y € X tels que zary. Comme
22U 2By cTNY, il vient ye TNY et y2c TN Y. De plus, comme yfx C {z, y},
on ay,xcTNY, dou la conclusion.

Dans U, toute classe de l'équivalence oqlyV equyByly est une ap-classe ou
une By-classe et donc une antichaine.

Enfin, il est clair que U est la plus grande partie de T MY qui soit ar-saturée
et By-saturée et est donc le domaine de axvpy.

Sur U, la description de arv By est évidente, vu (4).

Pour démontrer la proposition (ii), il convient de prouver que la relation d’équi-
valence R de domaine T U Y et définie dans I'énoncé est une congruence. Si nous
supposons # < yR¢, il vient z < ¢ En effet, il faut rejeter le cas ou ¢ < # < ¥ sinon
il existerait une ar-classe ou une By-classe qui ne soit pas une antichaine. De plus,
si z et ¢ étaient incomparables, il viendrait = y, vu la condition (4). Il est évident
que toute R-classe est incluse dans une ap-classe ou une By-classe et reste done une
antichaine, d’olt la conclusion.

183



Pour prouver que R, inférieur ou égal & ar et & By, en est leur infimum, il con-
vient de considérer une congruence ¢z inférieure ou égale & oy et & $y et de démontrer
qu’elle est inférieure ou égale & R.

Tlest clairque TU Y cZet quea®z N (T U Y) =g, pourtoutze Z — (TU Y).
Soient xe TU Y,ye TU Y (z # y) tels que zozy. Comme T (resp. Y) est union
de gz-classes, on a {z,y}cTN—Y ou {#,y}cY—Tou {x,y}cTNY. Dans
chacun des cas, on vérifie sans peine que 2Ry.

Le théoréme suivant donne alors une caractérisation des ensembles ordonnés
dont le lattis des congruences est modulaire ou dualement semi-modulaire.

3.5. TutorimME. St X est un ensemble ordonné, alors les trois propositions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) X satisfait a la condition () du lemme 3.3.
(i) Con(X) est modulaire.
(iit) Con(X) est dualement semi-modulaire.

Démonstration. (i) = (ii). Considérons des congruences Oy, ar, ¢z. Supposons
que Oy < oz (d’olt ZC Y) et démontrons I'inégalité

(Byvar)Aez < By vi{arAoz).

En vertu du lemme 3.4, le domaine U de Oy var est donné par
U=TNY—{eTNY|2°%¢T ou a*1¢ Y},

tandis que les domaines respectifs A et B du premier et du second membre de I'in-
égalité sont donnés par

A=7Z0T,

B=YN(TUZ —{2eYN(TUZ) |2 ¢ TUZ ou aerez¢Y}.

L’inclusion A ¢ B est évidente. Pour démontrer ’inclusion inverse, considérons
un élément x de B—Z Onaze YN T Sia®v¢ T, il vient 2v ¢ TU Z (car — Z
est O y-saturé) et donc x € — B, ce qui est impossible. Si 2ot ¢ Y, ilexisteye —Yc—Z
tel que zaty et donc z(ar A @z)y, de sorte que x*T\?z ¢ Y, ce qui contredit I'appar-
tenance de z & ’ensemble B. Ainsi, on a x€ U, ot BC A.

Pour conclure, il reste & prouver I'inclusion.
(Oyvar)AozCOyVv(ar Apz).

Supposons (z, ¥) € (Oyvar) Apz(x € A, y € A) et considérons les cas suivants.

a) Si zeZ— U, vu la description de I'infimum de deux éléments de Con(X)
(lemme 3.4), on peut supposer y€ Z — U et zozy.

(i) Lorsque x€Z—T et yeZ —T, il vient z(pzAar)y et donc (z,y)ebyv
(v A@z).

(ii) Soit xeZ—TcZ—U. Dés que yeZNTN—T, il vient y°v¢ T ou
y*r¢ Y. Vu la condition (), on a y°Y Uy C {z,y}. Puisque z€—T, il vient
yor = {y}, de sorte -que y°¥ ¢ T et 20yy ou encore 2(0y v{aT A@z))y.

(i) Lorsque z€ZNTN —U et yeZ—T, on conclut comme en (ii). De
plus, on ne peut considérer le cas ot y e ZNTN — U caryr U 9%v c {xgy}cTN Y.
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b) Si z€eZNU,yeZNU,apzy et 2O@yvar)y, il vient a0yy ou (zezy et
zary), de sorte que (z, y) € Oy v(pz Axr).

¢) Enfin, si e U—Z et ye U—Z, on a 20yy ou zapy c’est-d-dire z6yy ou
z(or A @z), ce qui signifie que (2, y) € 0y v(pz Aar).

L’implication (ii) = (iii) est triviale tandis que (ili) = (i) se démontre par
labsurde. Si X ne satisfait pas & la condition (,), il existe ae X, be X, ce X tels
que a || b,ajlc, b # ¢ Or, :

“ab} < YaerVYapy = D>
tandis que
Yael NYab) = Oapey < Dae) < Yaep
ce qui interdit & Con(X) d’8tre dualement semi-modulaire

3.6. TagoriME. Soit X wn ensemble ordonné. Alors les quatre propositions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) X est une chatne

(i) Con(X) est un laitis de Boole.
(iii) Con(X) est distributsf.

(iv). Con(X) est unicomplémenté.

Démonstration. (i) = (if). Si X est une chaine, les seules congruences de X
sont les identités sur les parties de X (car toute classe de congruence est une anti-
chaine), de sorte que Con(X) est isomorphe au lattis de Boole des parties de X.

I est évident que (ii) implique (i). I’implication (iii) = (i) se démontre par
Pabsurde. 8’il existe deux éléments « et b incomparables, considérons les congruences
Ofg}r OLpds Yab} On a

(a3 A OBV iapy = Oap)VYad) = Yadh
tandis que
(0403 Viapy) A0 Vigee) = &,
ce qui contredit la distributivité de Con(X)

Enfin, pour démontrer I'implication (iv) = (i), supposons que Con(X) est
unicomplémenté et utilisons les notations du théoréme 2.7. On en déduit que, pour
toute congruence Oy de X, toute Oy-classe Cy se réduit & un singlet. S’il existait
deux éléments incomparables, la congruence universelle sur ’antichaine formée par
ces éléments contredirait ce résultat, d’oli la conclusion.

4. DEMI-LATTIS DE BROUWER FINIS

Dans [3], Kohler établit I'existence d’une correspondance biunivoque entre la
classe des demi-lattis de Brouwer finis et celle des ensembles ordonnés finis. Cette
correspondance associe & chaque demi-lattis de Brouwer fini A Pensemble de ses
éléments A -irréductibles M(A), avec I'ordre induit. Inversement, I’ensemble des
filtres d’ordre d’un ensemble ordonné X, ordonné selon ’inclusion inverse, constitue
un demi-lattis de Brouwer @(X) ou I'infimum s’identifie &4 1'union et tel que, pour
tout E € O(X), pour tout Fe 0(X),E % F = [F — E).

Désignons par BS, la catégorie des demi-lattis de Brouwer finis et leurs homo-
morphismes et par P celle des ensembles ordonnés finis et des morphismes définis
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au début de ce travail. Kohler introduit un foncteur contravariant ¢ : P— BS
qui, au niveau des objets s’identifie & la correspondance signalée plus haut. De plus,
si Xy et Xy sont des ensembles ordonnés finis, & tout morphisme o : X3 — Xp, il
associe ’homomorphisme O(«) : O(Xs) — O(X;) défini par

O(a)(E) = [« (E)),
pour tout B e O(Xy).

Ce foncteur @ établit une dualité entre BS et P et & tout morphisme injectif
(resp. surjectif) associe un homomorphisme de demi-lattis de Brouwer qui est sur-
jectif (resp. injectif). Or, dans I'ensemble des sous-algébres d’une algébre donnée,
Pinclusion s’exprime par des homomorphismes injectifs tandis que dans I'ensemble
des congruences d'un ensemble ordonné fini, elle s’exprime par des morphismes
surjectifs (théoréme 1.1), de sorte que la dualité de Kéhler permet d’établir Iexis-
tencée dun antiisomorphisme entre le lattis des sous-algébres d’un demi-lattis de
Brouwer fini A et le lattis des congruences définies sur l’ensemble ordonné de ses
éléments A -irréductibles M(A).

En utilisant cette correspondance, il est alors possible de traduire des résultats
relatifs aux congruences d’un ensemble ordonné fini (2.4, 2.5, 2.7, 3.2, 3.5, 3.6) en
propriétés du lattis des sous-algébres d'un demi-lattis de Brouwer fini.

4.1 TuasorkME. Le lattis des sous-algebres d’un demi-lattis de Brouwer fini est
atomastique.

4 2. TagorEME. Le lattis des sous-algébres d’un demi-lattis de Browwer fini est
dualement semi-moduloire.

4.3. TaforiME. Le lattis des sous-algébres d’wn demi-latiis de Browwer fini
admet des sections commengantes complémentées.

4.4, TarorimME. Sout A un demi-latlis de Browwer fini. Alors les trois proposi-
tions suwvantes sont équivalentes.

(i) A est une somme ordinale d’algébres de Boole.
(11) Le lattis des sous-algebres de A est dualement atomistique.
(iii) Le lattis des sous-algébres de A est relativement complémenté.

Démonstration. 11 suffit de traduire les résultats du théoréme 3.2 en propriétés
du lattis des sous-algébres d’un demi-lattis de Brouwer fini, 3 condition de montrer
que, si X est un ensemble ordonné fini tel que, pour tout p € X, pour tout g e X,
pll g = (p[ = (¢[, alors I'ensemble ordonné par inclusion (resp. inclusion inverse)
de ses idéaux d’ordre (resp. filtres d’ordre) est une somme ordinale d’algebres de
Boole. Or, I'ensemble ordonné des idéaux d’ordre de Min X détermine ’algébre de
Boole 2k ol k désigne le nombre d’éléments minimaux de X. De plus, les éléments
minimaux de X — Min X sont, en vertu de la condition imposée & X, tous supé-
rieurs & tous les éléments de Min X. Ainsi, I'ensemble ordonné des idéaux d’ordre
de Min X U Min(X — Min X) est isomorphe & 28 @ 2' ol » désigne le nombre d’é1é-
ments de Min(X — Min X)). En itérant le processus, on conclut.

4.5. TeEOREME. Soit A un demi-latiis de Browwer fini. Alors les trors propost-
tions suwwantes sont équivalentes.

(1) A est une somme ordinale d’algébres de Boole & 1 ou & 4 éléments.
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(i) Le lattis des sous-algébres de A est modulaire.
(iii) Le lattis des sous-algebres de A est semi-modulaire.

Démonstration. Soit X un ensemble ordonné fini tel que, pour tout @ € X, pour
tout b € X, pour tout ¢ € X, on ait

(%) allbetallc = b=c

’ En particulier, il satisfait & la condition
| allb = (al = (@,

pour tout a € X, pour tout b€ X, de sorte que ’'ensemble des idéaux d’ordre de X
est une somme ordinale d’algébres de Boole. Si une de ces algébres de Boole con-
tenait trois atomes et donc trois atomes duaux, 'ensemble des éléments A -irréduc-
tibles de O(X) avec I'ordre induit contiendrait trois léments distincts incomparables.

Ainsi, ’ensemble des idéaux d’ordre d’un ensemble qui satisfait & la condition (,)
est une somme ordinale d’algébres de Boole & 1 (3 2) ou & 4 éléments. Pour conclure,
il suffit d'utiliser le théoréme 3.5. '

4.6. TuforimME. Soit A un dems-latiis de Browwer fini. Alors les quotre propo-
sitions sutvantes sont équivalentes.

(i) A est une chatne.

(i1) Le lattis des sous-algébres de A est booléen.

(iii) Le lottis des sous-algébres de A est distributif.

(iv) Le lattis des sous-algébres de A est unicomplémenté.

Démonstration. Tl suffit de traduire les résultats du théoréme 3.6
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