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Abstract

For 2-evolutive operators in the sens of Petrowsky which are scalar or matricial
2 x 2 or 3 x 3 with real characteristic roots of constant multiplicities lees than two,
we give sufficient conditions such that the Cauchy problem both for the future and
for the past is well posed in Sobolev spaces. The results are extensions of those
published in a previous note at C. R. Acad. Sc ([6]).

1 Introduction

Dans un article précédent ([3], [4]) deux des auteurs de ce travail avaient étudié le probleme
de Cauchy pour des équations du type Schrédinger d’ordre m, & caractéristiques au sens
de Petrowsky ([5]) de multiplicité constantes quelconques en prenant des hypotheses de
bonne décomposition analogues & celles utilisées dans le cas d’hyperbolicité faible ([2]).

Ici nous affaiblissons les hypothéses dans le cas d’une équation & racines car-
actéristiques de multiplicités deux et nous examinons le cas des systémes 2 x 2 et 3 x 3
du type Schrédinger , puis un cas particulier de systéme N x N.

2 Equations de Schroédinger avec racines car-
actéristiques de multiplicité constantes au plus
deux

On considére 'opérateur P(X, D,, D;) défini par

(1) P(X, D:z‘.a Dt) = Dtm' +a; (.77, Dm)Dtm_l “+...+ am(.’lf, D’I‘)

d
aj(z,D;) = Y 6a;(@)D:%, ag; € B2(R"), (v,t) € R" x [T, 1], D = iz Dr =
Je| <25

—f—

oz’
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On note les parties quasi homogenes de degré 2m — k:

(2) Poy = 0" (2, )7 + ...+ an (2, €)

0" (2,6) = Y au(@)E"
la|=2i—k
Elles vérifient:

Vp >0, Pmi(z,p€,p°1) = p"" * Po_i(,€,7)
En admettant que a;*(z, &) = 0 lorsque 2j — k > 0,

i) On suppose que la partie principale Psy,, la partie sous principale Py,_1 et Pom_s
sont & coefficients réels constants.

ii) Le zéros en 7 de Pyy(&,7), notés AJ(€), sont supposés réels et Py, admet la
décomposition suivante en facteurs H, (§ 7) € IR[¢, 7] premiers entre eux dans IR[7]
(s=0,1): :

PQm(gv T) = [Ho(gv T)]2H1 (57 T)

mo m-—myg

Ho(&,m) = [T [r=X©], men= [ -]

j=1 j=mo+1
X&) #ME) (G #k €#0).
/\0(5)750 (I<jsm=—mg, £#0).
/\0 (&) positivement homogeéne de degré 2 en &.

iii) Le polyndéme Hy(&, 7) divise Pyy,-1(€,7) dans IR[E, 7]

P 1 = Ho Py _mg)-1

%) [Pl yoa] (7= X(6) > 4 [Prnca™i] (r = X(E)), W€ € RUO, Vi =1,...,mg
Nous obtenons le théoréme suivant:

Théoréme 1 Pour tout @y, @i,..., pm dans HT®(IR") et toute fonction f €
CY([-T,T],H**(IR")) il existe une solution unique du probléme de Cauchy pour le futur

et le passé
3) P(z, D,, Du(z,t) = f(z,t) sur R" x [-T,T]

u(z,0) = @, ..., D u(2,0) = pn_1(z), dans R"
telle que u € C™ Y[-T,T), H**(IR")). De plus on a l'inégalité d’énergie suivante:
ue C™([-T,T), H*=(IR"))
iy 172 m—1 1/2
[ 1 <D Dt 0] < G { [ Y1 <020 DE 001
1 k=1

§

E
1

i /Ot ||P(.’E,Dm,Dt)'u,(.,T)”sdTl}.
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2.1 Condition de bonne décomposition équivalente aux condi-
tions i) ii) iii) et iv)

On pose

Qarmo (6, 7) H = X()) = Ho(&,7)

hl 1271}

Ram-mo) (€,7) = H(r—x’ = (HoH1)(€,7).

Proposition 1 Sous les hypofheses i) a iv), il existe deux opérateurs différentiels en t et

my

pseudo différentiel en v sur R" xR définis par Q(x, D, D) = D™ +Z by(z, D) D7,
. k=1

R(z,D,,Dy) = D™ + Z cx(@, D)D"~ avec by(x,D;) € BL*(IR") (1<k<

k=1
me), c(z,D,) € BL¥(IR") (1 <1< m—my), desymboles principauz respectifs Qaom, €t

Ro(m—mg) €t de symboles sous principauz réels a coefficients constants notés respectivement
mo m—my

Quor(67) = 3 BH(ET™ ™ €t Raypomys (67) = 3 (€)™, tels que P— QR
= 1=1
soit de la forme

(4) P — QR = Z d].(”[‘ DI)D:n_Q_}‘.

wee dp € BL*(IR") 0 <k<m-2).

Preuve,
On utilise la relation

o(QR) ~ Y L [D2Q(X, )] IDRR(X.C)

a>0

2my 2{m—mq)

avee Q= Qomy-(X.(), R= Z Rom—mpy-1(X.C), ot X = (z,1), ¢ =(&,7) en
k=0 =0
notant de la méme maniére I’ operatem et le symbole

On a les développements Pop—j = Za.';D,f" 7, af € BL¥*(IR") (en convenant que
j=1
af =0si2j—k <0).

m—2

Ainsi, Pyn_g = Z al D" ai,, € BL*(IR") et P— QR vérifie (4) si et seulement
k=0

si on a les quatre relations

(5) P2m—k = (QR)Qm—-ka k= 0: 1; 27 3

C’est a dire
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o
3
I

QZmORZ(m—mo) = Q2m0R2m1 = (H0)2HII
Q2m0 R2m1 -1+ Q2m0—1R2m1
Pan—y = QomoRom,—2 + Qamg-1Rom -1 + Qamo—2Rom, + Y Qomy ) Romy ~1(a)

la=1

Py = Q2ng2m1—3+Q2mo 1Rom, -2 + Qomg— 2R2m; 1+ Qomo—3Rom,
+ Z Q2mo® Rom,—2() + Z Qamy-1"Y Rom, ()

e
3
|

lef=1 =1
1
+ HZ? EQ?mo @ Ry, 1)

al=

La premiére relation est une identité.
. . . .- P-2m-1
La deuxiéme implique que H, divise P,,,_; et en notant Pz’,m_1 = o on a:
0

/
RQ?’IZ]-—I = 2my -1 Q?ma—lHl

La troisieme se simplifie car Py,,_; et Ps,,..» sont constants en z, pour T = /\0 (1<j<my)
on obtient une équation algébrique du deuxiéme degré d’inconnue Qs - 1(/\ } qui s’écrit

{H1(Q2m(,_1> - Péml—lQ%ﬂn—l + PQm_Q} (r= )\?,f) =0 (=1,... ,mg)

en cherchant des solutions constantes par rapport & z.
D’autre part Qom,_1(T = )\?, &) doit étre réel (1 < § < my), d'ot1 la condition de discrim-
inant

{(Bo, 1) = 4H1 Po s} (1 = 20,€) > 0
On en déduit alors la valeur de Qam,—1(7,&) polyndme réel de degré my — 1 en 7 et
quasi-homogene de degré 2mg — 1 en (1.£) (symbole d’un opérateur différentiel en # et
pseudo-difféntiel en ), et celle de Rom,_1(7.£) polyndme réel de degré m; — 1 en 7 et
quasi-homogeéne de degré 2m; — 1 en (7,£).
La quatrieme relation se simplifie aussi et s’écrit, en posant

Hi(Qomo-1)* = Piy, 1 Q2mg—1 + Pomes

HO = H1Q2777n—2 + R2m] -2

/
PZml—" -

{PZm—S = Qomg-1(Py, 2 — Qomy—2M1) — Qamy—2(Phn, -1 — Qomy—1H1).
— Z Ho(a)(Pﬁml_Q(a) — HIQQ,,,{,_Q(Q))}(T, £ =0
jal=1

au point 7 =A% (1 < j < my).
Cette fois P, _3 peut dépendre de = et on ne peut chercher une solution Qgp,_2
indépendante de z: Qgm,-2 est solution de 'équation différentielle

{ Z HO(Q)Q2ma—2(Q) + QZm(,—Q [2H1Q2mn—1 - 2lm|—1]

lal=1

+P2m—3 - Q?mu—lPQIml—2}(T = A?aé’) = O’ v.] = 1? <.y My

on obtient une solution Qym,—2 polynomiale de degré mg — 1 en 7 et quasi-homogene de
degré 2my — 1 en (r,&).
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On obtient aussi Rom,—2 = Pan, -2 — Q2mo—2H1.
Remarque.

Si Py,,_3 est & coefficients constants, on peut choisir les coefficients constants par en
z, ce qui donne une équation linéaire en Qome—2(T = )\(7?):

{ Qe (22 Qa1 = P, ] + Poncs = Qamyet P o} 7 = X, ) =0

ijl,...,mo.
Le coefficient [2H1Qam,—1 — Pl _1] (7 = A}, €) étant différent de 0 (d’aprés I'hypotheése
iv)) on obtient Qamy—2(7 = M8 Yi=1,... ,mg) et par suite Qamg—2(T,§)-

2.2 Preuve du théoréme 1

On effectue la transformation suivante du probleme de Cauchy (3) en posant

{ ug(z, t) = u(z, 1)

) R(x, Dy, Dy)ug(z, t) = uy(z,1)

pour se ramener au systéme d’équations du type de J. Takeuchi d’inconnues u; et us:

R(x, Dy, Dy)us(z,t) = ws (z,1)

m—1

Q(z, Dy, D)us(z,t) = f(z,1) = Y di-1(@, Do) D™ Fus(a, 1)

k=1

(les conditions A) et B) de Takeuchi sont vérifiées par Q et R).
On déduit les inégalités d’énergie suivantes:

Mmoo 1/2

(7) ( Z ”< D, >2(m—mo—j) Dz—lu2(-,t)]|(s)2) <

i=1

m-mg
< o, D{ ('Y [|< e 527 D o)+
j=1

+/0t fa(or)lldr}, Vi€ [0.T)

o Erenormrmunl,)" s

=1
mo
< C(s,T){<Z ||< D < 2(mo~1) D{—lul("o)ﬂ(sf)lh

tm—l

j=1
+/0 ]|f(.,7-)nsd7+/0 ;Hdk_l(m,Dm)D;”_l_ku;u(.,T)HsdT}
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(8) sécrit:
@ (Ll Do, ) <

mo
< CD{(Xl< o 5% piu o, )+
i=1

+ /Ot'llf(‘,r)llsdwr /Ot <t§ | < Do >¥m ) pltuy(, ) “;)(h}

En faisant le changement d’indices
l—-1=m-1-k, (k=m-1)

et en remarquant que les normes Z [lue] et < Z [l ] ) sont équivalentes, par une
P -
récurrence sur n’ on généralise I’ 1negahte (7) sous la forme

(10)  |[DmHmmmaly, (Lt H(s) < C(s,T,n) {HD“‘ +m—mﬂf1u2(.,0)|;(s) +

/ 0 () dr)

o Dol = s D50
ul. b ;S — 0213})”’ 3 ULy 2(n'—j)+s
~ 3 DI g

0<j<n!

) 1/2
Diulst) lywiye)

~ (Sumos.ism |

En prenant n’ = my — 1, on obtient

(Bl <ot

<C{( 1} < D, >¥m=2-1) Dly,(., 0)“)

t  mg—

A (32 < e stmwo0 Dt ) )

c’est & dire:

(5 <580 ]
<C{(Z“<D >Hm=i8) Dl (0 )1/2

[ (l<pom o f) o)
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Dans le deuxiéme membre de cette inégalité on majore les termes en utilisant (9), la
relation
uy(z,0) = R(z, Dy, Dy)us(z,0)

m—mg

D™ uy(x,0) + Z ¢z, Dm)Df"_""“”lug (z,0)
1=1
Puis & I’aide de I'inégalité de Gronwall, on obtient

Il

m—1 .9

| . 3 i 1/2
(31 < D, 27179 Df (1) )<
ils

1
P=1

m—1

< C(s,‘n,T){( ‘ < D, >¥m=1-1) D:u?(.,O)Nz)l/Q-l—

i=0 .
+ [ 1) ar)
0
c’est & dire
gt} , 2y 1/2
(Z ;E <D, >2(m—1—k) Df_l’u,(.,f.)%; > <
k=1 8
m—1 ’ ) ‘ Hz 1/2
<OD{( 3 <D > Dhul0)) ) Tt
i=0 e

+/Of ||P(m,Da:,Dt)?f'(-=T)||sdT}

vu € CY[-T,T), H*m=1+)n CY([-T., T}, H*™~2*5)n ... cm-Y[-T.,T), H®).
Par les méthodes usuelles d’analyse fonctionnelle, on déduit I'existence et I'unicité d’une
solution du problemle de Cauchy (3) de cette inégalité d’énergie.

3 Systémes 2 x 2 de Schrédinger avec racines car-
actéristiques doubles

3.1 Enoncé des résultats

Soit I'opérateur aux dérivées partielles matriciel 2 x 2 & coefficients constants h(Dx, Dy)

de 2-évolution

ot A(D,) est d’ordre 2 en z.
On fait les hypotheses suivantes.

i) La partie principale au sens de Petrowsky ([5]) est triangularisée sous la forme

o= (75 )

ot Mg(€) et 1y (€) sont deux formes quadratiques en £ définies positives ou négatives.
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ii} La partie sous principale H* est une matrice 2 x 2 de formes linéaires en ¢ & coeffi-

cients réels © B
o= (58 )

iii) La partie quasi homogeéne de degrés 0 est une matrice 2 x 2 de constantes réelles
. a/ ,3’
H - ( ' ' )
N §

Théoreme 2 S5y = 0 et (§ — a)? + 40 est une forme quadratique définie positive,
alors le probleme de Cauchy

Nous obtenons le

(12) {h(:r,,DI,Dt)u(J:,t) = f(z,t) sur R™ x [T, T]

u(z,0) = ug(z) dans R”

est bien posé pour le futur et le passé, i.e. pour tout uy € [H==(R™)]" et pour tout

f € [CH[=T,T)), H=(IR")]" il existe une solution unique u € {C*{[~T.T]), H™°(IR")]
de (12) et de plus on a:

PR, g, < OO (Ol me, + 0 R+
ot N 3
[ (0phts) e+ I e ) s
JO
vt € [-T.T], Vo € CH([~T. T}, H-=(IR"))".
Remarque.

B3{XNo) = po(§) #0, VE#0.

Lrd

Le polyndme sous caractéristique du systeme ({7])est

K= > BIHB}=8(r=X) - pola+8)(r =) +7m’
1<ij<?
Par conséquent

v =0<= K(r=N\) =0 <= K est divisible par Ho =7 — XAg

et
2

\ 1/ K\ ,
(6 — a)‘ -+ 4/.1.0"// >0 = :LE <7}_[—0> (T = /\0) — 406 + 4/.L0"/ > 0.
0

La preuve du théoréme 2 repose sur la proposition suivante.
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Proposition 2 Il eziste B*(§) matrice 2x2 de formes linéaires en £ et B** matrice 2X 2
de constantes, Q(x, D,, D) et R(z, De, D;) deuz opérateurs de 2-évolution différentiels en
t et pseudo différentiels en x de symbole principal commun Hol, admettant des symnoles
sous principauzr réels indépendants de x, do(z, D;) € BIL°(IR™) ([1]) tels que

i

h(D:) {B(DI) + B*(D,) + B™(D.)
Q('Ev DT)R(T) D:I‘) + dg(’l,', Dr)

(13) P

\ = A - co
B = (TN T ) =B

3.2 Preuve de la proposition 2

Fn notant en indice inférieur I'ordre global pondéré comme & la section2, on décompose
chaque opérateur P = hb = h{B+ B* + B, Q et R:

4
P=Y, Q=@Q+Q+Qy, R=R+R+R
k=0

Alors (13) équivaut aux quatre relations matricielles suivantes:

(14) P, = HB=(H)’I=Q;R,

(15) P HB*+ HB = @R, + O R

(1) P, = HB"+H'B'+H"B+ S HYB, =
lal=1

= QRo+ QiR+ QuBa+ Y Q5 Ru,

jaj=1

17 P = H'B +H"B+) HYB+

lal=1

1
S Ly g
—H B, + ) H B, =

lej=2 laj=1

a 1 {a
= QR+ QR+ Y & Row + 3 @& R+ ) @ "Ry

laj=1 laj=2 jal=1

]

(7= Ao)(bor +7) (7= Ao)(bo2 +8) — w2y

— ’ 0 — 0(bgy —
P, = ((T /\0)(b11 + 04) + bnp (T /\O)(bIZ + IB) + (b-- a)> est divisible par Ho
d’aprés (15) si et seulement si by = 0, by = & et v = 0 en notant B= <Zn Zm> et

dans ces conditions

Py byy+a bpo+8 by bio
/ — 11 12 L * 11 12 — |
A=, ( 0 a+6> et B <0 a> G+ B
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Ri=P —Q et te Q ( @ @ ) B ( i ol )
=P - et on note ) = , B* = .
' ! ' B n
La relation matricielle (16) s’écrit:

(2 @) =tr=2@+R)

€21 €22
D’ol1 en choisissant g3, ¢i; et g3, indépendants de z:
en (T = Xo) = g (a1 +qp2 — b — @) =0
que I'on peut résoudre par gi; =0,

e (T =) = (g1)? — @1 (bu + @) + p’ear + abyy =0,

en(t=X) = ablgh + s —6—a)— (b2 +B) + po(e2 — &)
+a(bi: + 8) + Z X qizry =0
=1 :
T#(1,0)

en(T =) = (332)* — Ga(6 + @) + a6 — oy =0
On a ainsi quatre équations dont trois sont algébriques et 'avant derniere est différentielle
car on choisit ¢i, dépendant de z (et de &).
On résoud la derniere, ce qui donne une solution réelle g3, si et seulement si (6 — o) +4p07
est une forme quadratique positive (par exemple définie positive) (egp =0 pour 7 = Xg).
On résout ensuite la deuxiéme (ici e;; = 0 pour T = X)) et on aura une solution gj; réelle
si (by; —a)? — 4pgey; est une forme quadratique positive (par exemple définie positive) en
choisissant by; et ¢co; de fagon adéquate.
L'équation ey, = 0 pour T = )o) se résout ensuite et donne g, réel: qj, = qi5(€).
On obtient de plus

1 fe—-11 e ci+d cp+f
Pl 12) _ ( 11 12 — 0+
07 H, ( €1 en en+y en+6 Qo+ Bo

Dot Ry = P, — Qo que l'on utilise dans (17).
(17) est un systéme différentiel régulier matriciel linéaire du premier ordre & coefficients

0 0
non constants d’inconnue Qy = (ggl 362) qui se résout; on obtient alors Ry = P — Qq.
91 Qo2

3.3 Preuve du théoréme 2

Pour résoudre (12) on pose u(z,t) = b(D;)y(z,t). y est alors solution de

P(Dr)y(x, t) = f(.’l:, t)
UO(T) = (by)(o’ t) (Dty)(o’ t) - C(D:r)y(o’t)

%(z) — C(Dr)yo(z)
On peut choisir y{z) =0 et yi(z) = yg(z), d’ot le probleme de Cauchy

{ P(D,)y(z,t) = f(z,t)
y(z) =0, n(z) ="uo(z)

(18)
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D’apres la section 2, (18) est bien posé pour f € CY([-T, T}, H**(IR")), yo € H**(IR"),
y € Ht(IR") (m=2).
Tl existe une solution y € C*([=T,T), H*®(IR")). De plus on a (cf th 1, m = 2 et [7]
thi):
1Dyl 2R + iiy(f)||H?<IR") <
< 6O D){ DOz ey + Il < Do > YOz

HPYO)l e, + / P e |}
Donc u = by est solution de

{ WD )u=f
u(z,0) = uo(x)

et il y a unicité de cette solution car l'adjoint A" de h vérifie les mémes hypotheses que
celles sur h (v =0, (6§ — a)? +4ug?y' forme quadratique définie positive ).
De plus on a I'inégalité (avec v = bz)

¢ { 1Dl + 120 e }
1
{3 IDi(0)
=0

PO e + [ (10l + 1PVleare ] (o
c(T){ o

IA

“U(t)”[l‘z(ﬂ:{"')

IA

299

IA

wrary) PG Ol Ry

it
+ / [1Dehvll o ey + W0l (P}

en prenant z(0) = 0.

4 Systémes 3 x 3 du type de Schrédinger a racines
caractérisiques de multiplicités 2

4.1 Enoncé des résultats

Soit I'opérateur aux dérivées partielles matriciel 3 x 3 & coefficients constants h(D,, D:)

de 2-évolution
(19) D, D;) = DI — A(D,)

ol A(D,) est d’ordre 2 en z.
On fait les hypotheses suivantes:

(i) La partie principale est triangularisée sous la forme:

T—X(&)  mo(é) m(6)
H(t,§) = 0 T=X(&)  p(é)
0 0 T — (&)
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avec Ag, A1, o, M1, fo cing formes quadratiques & coefficients réels constants telles
que Ag, A1, to, o — pi solent définies, positives ou négatives.

(ii) La partie sous principale

a(§) BE) (&)
H =1 6¢) &) «&)
P(&) e§) o(f)

est formée de neuf formes lindaires & coefficients réels constants

(iii) La partie d’ordre 0 est formée de neuf constantes réelles

o /3, 'YI
H** = § & (pl
wl Ql o'

La matrice des cofacteurs de H est

(T=2)r=AM)  —po(r =) pops — (T = Xo)
B = 0 (T = 2o)(7 = N\1) —p2(T — Ag)
0 0 (1= Xo)?
Le polyndéme sous caractéristique est (cf [7])

K= Y B'H"B], car Bi(r = X) #0.

1<4,5<3

En notant H; =7 — A\ (k = 0, 1) nous obtenons le

Théoréme 3 5i K est divisible par Hy (<= 1at) — (Mg — M1 )6 = 0) et si

1 K2 ) ,
m<7) (r=20) > oy’ — (o = 28] + (v - o)

+p(bp1 = app) + as(ho — M)
alors le probléme de Cauchy

(20) {hu =f sur IR" x[-T.T]

u(z,0) = up(x) sur IR”

admet une solution unique v € C*([-T, T}, H*>*(IR")) lorsque uy € H™*(IR") et f €
CY[-T,T), H**(IR")), et on a la méme inégalité d’énergie que dans le théoréme 2.

La preuve de ce théoréme est la conséquence de la proposition suivante:

Proposition 3 I existe des opérateurs différentiels en t et pseudo différentiels en x, &
coefficients constants:

B* = [bn} d’ordre pondéré 3 en (1,£),
“l1<ij<3
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B = [ci,-] d’ordre pondéré 2,
T41<4,5<3
B = [dij] d’ordre pondéré 1,
1<4,5<3
B = le; d’ordre pondéré 0,
1<i,j<3
Q et R opérateurs de 2-évolutions différentiels en t et pseudo différentiels en de
symboles principauz respectifs Qa = Hol et Ry = HoH1I & coefficients variables, D(z,7,§)
d’ordre pondéré 2 en (1,§) tels que.

(21) P =h(Dx)b(Dx) = h(Dx) [B(Dx) + B'(Dx) + B*(Dx) + B*"(Dx)
+B****(DX)] — Q(z, Dx)R(z, Dx) + D(z, Dx)
auec
Q=Hol +Q1+Co
R=HyH I+ Ry + R+ R + Ry

D = d()(.’l?, DT)Dt + d1 (.’L’, DT)
do(z, D) € BLO(IR™), dy(x, D;) € BI*(IR")

4.2 Pfeuve de la proposition 3

(21) équivaut aux quatre relations matricielles suivantes

(22) P; = HB=QyRy=HS Ml

HB* + H*B = Q3Rs + Q1 Ry = Ho(R3 + H1Q1)

(23)  Ps

1l

HY" + H'B + H"B+ > HOB 1)
ITI=1

= QuRe+QiRs+QoRi+ Y QW Ryy
rl=1

(24 A

HB*** + H*B** + H** B* + H***B
1 * * *
+ Z H(T)B**(T) -+ Z :IT!H(T)B ) + Z HYB (1)

Ti=1 ITI=2 T]=1

1
= @R + Qi1Ry + QoRs +ZQ2(T)R2(T) +ZTTQ2(T)R3(T) +ZQ1(T>R3(T)
|TI=1 irl=2"" [T|=1

(25) P

(23) implique Ps(7 = Xo) = 0, ce qui équivaut en notant b;; = bL(E) (T — o) b} (Vi,])
les neuf égalités ,

pob3y + pab3y =0
pobly + pabdy — apig(do — A1) =0
by + pnbs + oo =0
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,U,ngQ - /1,0(5()\0 - )\1) =0
p2b336 oz = 0

{ p2b3y =0
{ (ho — ’\l)bgl =0

(Ao = M)y — pop(Mo — A1) =0
(Do — M)b3s + Ypope
ceci entraine les égalités
pat) = 6(Xo — A1)
b3, =0, b3, = —uy +a(h — A1), b3y = —apy +8m
bgl =0, b§2 = o, b§3 = —bpp

et B3, b3,, b3, bl (1 < 4,7 < 3) indéterminés et
11 12 13 (3

P HB*+ H*B
Pl=F =" =0Q:Hi+R
3= 7 'Ho Q1 H, + R;
R3 = P?: - Q1H1 avec

{ biy + o — A1) { bia — apio + B(T — A1) { big — oy — Bps + pobis

+obgy + paby +H0bja + s +pbis + (T — o)
bos — 6 —-A bos — 6y — + pobl

R R AR N K R okl W
{ big(T — A1) — S0 — Y

B, (T = M) +(r— A1) bl(r— ) +o(t— M) ot + (7 = Do)

Ecrivons (24) sous la forme

Pi=HB* +H*B*+ H*B = Q(P;— Q:H)+ Hy(Ry + QoH:)

+ Y H O (Pyyy — HiQuyy)

IT|=1

ce qui donne

Y -
{ e (7= Ao) + poca+ {cia(T = Xo) + pocas + +pcsy  {c13(T — Xo) + pocas + +H1Cs3

Hi1C31
a1 (T — Xo) + pacs: oo (T — Ao) + pacse a3(T — o) + pacss
C31 (7’ ol )\1) 032(7' - Al) 633(7' _ /\1)

/ : o (—po)(T — M)+ o (popy — p1 (T — M)+
o= o)lr =) {;(mro)—( e {;r(ﬂ'(—im—( )=o)
y "(—po)(T = M)+ "(ope — pa (7 — X))+
+ | =)= A) { +z—z’(7’ —)(>\0)(T/\—) A1) { +5('(—M2(7' —()\o));')‘gl(T - o)’
/ Y (—po) {7 — AL)+ Y — pp (T — Ao))+
R LENIR i S S T R

a B v by b1z bz
+[ 6 € ¢ byy  byp bz
Y o o by b3y b3
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Z D = A)Qury — (7= A)(Q1) + (7 = Xo)(Re + QoHi)+

ITi=
{bl +ald — M) +oa(r— M) {bm — apo + 3(A = A1) {bl‘d — cpn — Bps + pobis
by -+ by +8(1 = M) + pobsy + by | Fuby (T~ o)
b’)1+5()\0 -*/\1) bag —5M0+3(T—/\1) bas — Oy — =i -1-/J,f_)b:l;3
{ 8(m = A1) + pobyy { +hizbg { +o(T = Mo)
{ 31 T—Al +U(T"‘/\) {béz(T—/\l)‘*‘Q(/\o—Al) {bé:}(T—/\]_)—é‘UQ—UJ/,Ll
+o(T = A1) —opa +0(T — Ag)

On considére I’ equation matricielle précédente lorsque 7-= Ag.

On rend cette équation matricielle d’'inconnue Q; = @(§) triangulaire supérieur pour
la résoudre en agissant sur C = B et sur b} et bj, et en choisissant Q(§) triangulaire
supérieure. Dans cette équation, pour que le coefficient de Q) soit triangulaire supérieur,

il faut et il suffit que
b%’,-z((\o M)+ o(do—A)=0= b32 =—9
By (No — M)+ 0o = M) =0 =8}, = —v

3, + 6(Ng — A1) — potr = 0 est une équation m\lalement vérifiée car b3, = 0 et
(5(/\0—/\1)—;qu—0 :
D’autre part, pour que le coefficient matriciel constant vis 4 vis de @; dans I'équartion
matricielle précédente soit triangulaire il faut et il suffit que
e32(No — A1) — pot (Ao — Ar) + ¥bls + 0By + 0b3, =0
es1(No — A1) + bl + ob; + ot =0
Uac3y T (Sb‘%l + Sb-‘_;l + Vbj =0
c’est A dire , .
7 v s, wlow — o)
C32 = Mo¥ — 00 — = 12
. KAO d /\1) (/\0 - /\1)
w :
b}
(Mo — A1) °
On peut alors résoudre cette équation matricielle triangulaire supérieur d’inconnue @

en commencant par les termes diagonaux.
On choisit les termes diagonaux gii, oo, ¢33 constants vis 3 vis de z: il doivent alors

vérifier des équations algébriques du second degré:
16T€ Jigne 1°T® colonne:

€32 = —

(a B 6%) b, + Hoca — du {bi’l + oo — Ar) + fiobly — B + (ho = A)(qu)’ =0
2
qui a une solution réelle (en agissant sur b3, et cor et byy).

oleme jione 2}€ME colonne:

0= paluot’ — oa) + 6(op — opo) — &'o(re — A1) + s(—mw + a{Ao ~ A1
+owiy = goa [~0p — Wi — o + (o + 2) (o = M)+ (o — A)(@e2)

183



qui a une solution réelle si le discriminant est > 0

1 K2 ,
N 4pe? (Mo — M )3 <—7—6> (r=X) = polwy —(ho— M)+
+ug () — 08) + o(6p — apte) + ae(Ao — A1)
gieme ligne giéme cglonne:

0= cs3(ho — M) + ¥ popn + Vb3 + o(—aps + bp1) — obpg
~gs3 (b3 (Mo — M) — Y1 — op — Spse] + (o — A1)(gss)?

cette équation a une solution réelle g3 en agissant sur by, b3; et cs3.
11 reste trois équations & résoudre dans (24), avec

qu1 912 i3
Q=1 0 qgo g
0 0 g

Cette fois on choisit g9, q13, go3 & coefficients variables en z, ce qui donne des équations
différentielles linéaires du premier ordre & résoudre.

118re jjone gi®me cglonne:
0= q2{(ho—M)(qu+age+ate)—om—Ym —du}
—qu1 {635 — apo + B(ho — A1) + pobly + pably} + pocas + pcsy — o/ po(Ao — A1)
+ab?, + 663, = bl — Z 200 (N = M)az(r
Tl=1
D’ou giafz, ).
giéme yio4,e 3i€me (glonne:
0= o3 {( Mo = M)(qea + g3 — blg + s + opa — Spuo} + procss + & o + 6b3;
by + by — aoz (B — 1 — etz + pabls) — D 2™ (o — M) sy
' IT|=1
Dot go3(z, §).
1i€re jione 3i€Me colonne:
0= q3{(qu +gss —bls)(Mo — A1) + 1 + ouz — o} + qrages(Xo — A1)
+0Co3 + 11033 + O o pacbly + Bb3s + ¥b3s — qu1 (b3 — apn — Bz + pobls + pbss)
—qua (b5 — Sep + pab3z) — Z /\O(T)(/\o - /\1)413(;)

IT|=1

Dolt qi3(z, §).
Ecrivons (25). D’aprés (24) on a

HB™ + H*B* — Q1P+ (Q1)*H1 = Xy 20 (o = M) Qur
Ry, = — QoM

Ho
P, — QoM
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Donc (25) s’écrit

Pl = HB*™ +H*B*+H"B* —Q:(P;— 7‘1i1Q0) - Qo (P — Q1 H1)
_ Z HO(T)(PQI(T) - HlQO('r)) - Z ﬁHO(T)(P?:(’I‘) - HlQl(T))
[T]=1 IT|=2 »
- Z QP ) — H1Qu(ry) = HoRy.
ITi=1

Pour 7 = Ay, on obtient un systéme différentiel linéaire régulier d’ordre un et d’inconnue
Qo, d’otr Qo.
. P!
Pour cette valeur de @y, on obtient P divisible par H; et ’H_l donne la valeur de R; en
fonction linéaire de B***, B** et B*. °
La proposition 3 est démontrée.

Avec cette proposition 3 on obtient le théoréme 3 comme 4 la section 3 précédente en
constatant que les hypothéses sont invariantes par passage a ’adjoint 2* de h.

5 Systémes (N +2) x (N +2) du type de Schrodinger
d’ordre quelconque & racines caractéristiques de
multiplicité deux

Soit m
h(z,D;) = D' Iy + Y Az, D) DP
k=1
une matrice (N +2) x (N +2) d’opérateurs différentiels avec A;(x, D;) = Z Ani(z)D3,

lef<27
Aq; € B*(IR™).
On fait les hypothéses suivantes
1) La partie principale H(¢,7) = Aj, quasi homogene de degré 2m au sens de
Petrowsky est & coefficients réels constants et s’écrit

H(Er) =" ea ¥ Z AT

g=1

A?(g) = Z Aa]ﬁa

H=

lal=2;

Hoe K 0 0 0
0 H 0 0 ... 0
0 0 H, 0 ... O

0 .0
0 Hw
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2m (N+1)ym

'Ho:H(T——/\j)aH1= H(T_Aj),‘.., Hy = H (7-~,\j)
j=1 : J=m+1 j=Nm+1
m—1

K = py(€) H(T—#j),

J=1
A (1< (N+1)m)etp; (0<j<m-—1)sont des formes quadratiques telles que A,
A<j<N+1m), (N — M) (G #k), po, (45— ) (1< 5 <m, 1 <k < m—1) soient
définies positives ou négatives.

2) Les parties quasi homogénes H* de degré 2m — 1 (partie sous principale) et H** de
degré 2m—2 sont & coefficients réels constants et H, divise le polynéme sous caractéristique

’C = Z BlAH:;BBBZ

1<A,BKN+2

dans IR[¢, 7] out B = H*/ est la matrice des cofacteurs de H.

8) K=mHK

2
Kl
— (=N >
N N+2

@HH[1@KHH+HMQHH+§yQ@KIIHMv_M
i=1 i=1 j=3 k?hk#l
vi=1,...,m,

Nous obtenons le théoréme suivant:

Théoréme 4 Sous les hypothéses 1), 2) et 3), pour tout ¢y,...¢n_1 dans
N+2 N+2

[H*“”(IR")} et f dans C([-T,T], [H*“’(IR")} ), il existe une solution unique

Ul(z,t) du probléme de Cauchy pour le futur et le passé

h(z, D)U(X) = f(X)
(26) {U@m b0, ..., DPIU(,0) = d_1()

N+2
De plus on a Uinégalité d’énergie suivante: U € C™([-T,T), [H +oo (IR")} )

" < ots,1){ (3 Iemiste-mpru o))

(5] ostersntus
+f /Of“h@v DU(,lldr| }

en démontrant la proposition suivante
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Proposition 4 Les conditions 1), 2) et 3) équivalent & [’existence d’opérateurs
différentiels en t et pseudo différentiels en z dans BL*°(IR™):
b(D.) = B(D,) + B*(D,) + B*(D.), Q(z, D;), R(x,D,) avec

H—m
B'(r.&) =) B "

k=1

BiE) = > Buut®

ja|=2k—1

p—m
B(r.8) = Y BT

k=1

BI?(€> - Z Ba.l.:é-a
laj=2k—2
Q(x, D,) de symbole principal Holnia,
N

R(x,D,) de symbole principal HHLJN”,

k=0
tels que
=2
(27) P=hb= QR + Z d/.-(.’l?, Dm)Df—Q_k
k=0

avec d, € BL*(R™) 0 <k <p—-2) et p=(N+2)m.

de la méme maniére qu'a la section 4.
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